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Die gegenwärtige Bearbeitung der Flächentheorie reiht sich einer 
grossem Anzahl ähnlicher Arbeiten an, welche in neuster Zeit in 
i&MHEisisK^en snd itslknisciien ^immt^ea erschi^wn skid. £«6 er- 
wachte Streben, die MelAiede in sucoesstven Sdiritten dem Ziele einer 
allseitig beMedigenden und dadurch definitiven Gestaltung zuzuführen, 
^UFOVon dieselben EeugBüss äblegwi, wird auch den neuen Versuch 
tecfalf artigen, welcher das gleiche ZM ven^lgt Es liegt mir jededi 
ob, kurz zu bezeichnen, worin er sich unterscheiden «oll, und in- 
wiefern ich ihm einen Fortschritt vindicire. Ein Teil der betreffen- 
den früheren Arbeiten hat, wie wir es Verlangen müssen, in der Tat 
das Ganze der Theorie in Auge, sie lassen sich aber in der Wahl 
ihres Ausgangspunkts und ihrer Einführungen — anscheinend, dean 
Erklärung darüber wird nicht gegeben r- durch apriorische Argu- 
mente bestimmen, die ich nicht für entscheidend halten kann; sie 
wählen dazu eine zu breite Basis, und erschweren infolge dessen den 
Einblick durch einen zu grossen Formeiapparat. Andere Bearbei- 
tungen hingegen sind mehr auf eine geeignete Basis bedacht gewesen; 
aber sie richteten sie nur auf leichte Herleitung gewisser Theoreme 
ein. Wir müssen beide Forderungen vereinigen. Die Principien 
müssen disponibele Werkzeuge der Untersuchung in allen Bichtungen 
sein, ebendarum aber auch eine leichte Handhabung gestatten, sich 
daher in Einführungen auf den geringst mögliehen Umfang beschrän- 
ken. Ueber die Richtigkeit der Wahl kann nur der Erfolg ent- 
scheiden. Der Punkt, in welchem die Methoden aus einander gehen, 
und der bestimmend für die ganze fernere Gestaltung wird, ist die 
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Einführung der Fundamentalgrössen zweiter Ordnung; denn die Gauss- 
sclien erster Ordnung sind allen gemeinsam und es ist kein Grund 
erdenklich davon abzugehen. Ich habe nur zu ihrer Bezeichnung 
des leichtern Schreibens und Lesens wegen die kleinen Buchstaben 
e, /, g statt der grossen gewählt Die von mir aufgestellten 3 Funda- 
mentalgrössen 2. Ordnung sind auch schon früher in Anwei^dung 
gekommen ; doch nehme ich auf die betreffende Arkeit keinen Bezug, 
weil sie im übrigen keinen Berührungspunkt darbietet. Einziger Be- 
stimmungsgrund war mir vielmehr, dass die theoretisch wichtigen 
geometrischen Eigenschaften und Bedingungen im einfachsten Connex 
mit den Werten und Kelationen jener 6 Grössen stehen. Die Theorie 
wird aus folgenden 3 Abschnitten bestehen: I. Entwickelung der 
theoretisch wichtigen geometrischen Beziehungen auf allgemeiner 
Grundlage. II. Besondere Linionsysterae, nämlich Krümmungslinien, 
asymptotische Linien, orthogonal geodätische und Abbildungs-Linien- 
systeme. III. Besondere Arten von Flächen, welche sich dadurch 
auszeichnen, dass sie Lösungen von Problemen zulassen, die allgemein 
nicht lösbar sind. Die einfachsten Sätze der Curventheorie (Bd. 56. 
VII.) und der Cinematik (Bd. 55. IX.) setze ich als bekannt voraus. 



I. EntwleJkelnng der tlieoretlseli wletatigen geometriselieii 
BeBiebnngen auf allgemeiner Orundlage. 

§. 1. Bestimmung von Punkten und Linien auf einer Fläche. 
FundamentalgrSssen 1. Ordnung. Eine Linie als Ort eines Punktes 
{xyz)^ den derselbe bei Variation des Parameters u erzeugt, ist be- 
stimmt durch die Functionen 

ar=rx(ifc)-, y ^^ y{u)\ z ^ z(u) 

Variirt die Linie mit einem zweiten Parameter v und erzeugt eine 
Fläche, so ist diese bestimmt durch die Functionen 

X = x{u, v) ; y -= y(u, v) ; z ■= z(t6, v) 

Dabei erzeugt jeder Punkt der obigen Linie, u = const., eine üeue 
Linie auf der Fläche, die wiederum bei Variation von u dieselbe 
Fläche erzeugt. Demnach durchkreuzen sich in jedem Punkte 2 Linien, 
genannt die Parameterlinien (u) und (v), welche bzhw. bei allein 
variirendem ?* und allein variirondem v erzeugt werden. Sofern durch 
die Werte von u und v der Punkt (xyz) oder der Punkt (uv) be- 
stimmt ist, kann man u, v Coordinaten desselben nennen; zum Unter- 
schied mögen sie superficielle Coordinaten heissen. Füra; = w, 
p = v^ z = gehen sie in ebene cartesische Coordinaten über. 
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Bewegt sich der Punkt {uv) beliebig, d. h. bei beliebiger gleich- 
zeitiger Variation von u und v, längs der Fläche, so ist das Element 
der erzeugten Linie Bs ausgedrückt durch 

wo 

dx = £du + ^£dv; dy = ^£du + ^£Sv; a. = |8« + |fe (1) 

Das Kesultat der Einführung dieser Werte hat in Bezug auf du, Sv 
die Form: 

ds^ = edu^-\-2fSuSv'+-gdv^ (2) 



wo 



~ \8u) + [du) + \Su) 



^ ftr S^ 3^ 8^ & Sä \ /gx 

dudv*" du dv "^ dudv ' 



-£)•+§)'+©• 



gesetzt ist. Die Coefficienten c, /, g heissen die Fundamental- 
gr ö SS en 1. Ordnung. Sie haben für alle Linien », die von dem- 
iselben Punkte ausgehen, in diesem dieselben Werte, während das 
Verhältniss 

' dv 

" du 
für verschiedene Linien verschieden ist. 

Unter dem Winkel zwischen 2 sich schneidenden Linien «, »' 
versteht man den, welchen ihre Tangenten im Schnittpunkt bilden. 
Die Kichtungscosinus der erstem Tangente sind nach dem Obigen: 



dx dx 

dx du ' dv 

ds "^ Ye^r2fk^giy' 



etc. 



Bezeichnet also ^ den Winkel zwischen s und «', denen die Werte 
i; und k* entsprechen, so findet man: 

COSV == —p ^rrz , -rjrTn--— : (4) 

V{e +2fk +gk'^)(e + 2fk'+gk *^) 

Ist insbesondere s' die Parameterlinie (w), also k'=0, und geht dann 
S' über in d'Q, so ist 

edu4-/dv 
cos^ft == , ' •; (5) 

^ yeVedu^ + 2/dudv + gdv^ 

1* 
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Lft«8l mdH «iriliek auch « ia äie Pimuneterliiiie (t^), ^o >^ ^ über- 
lielieii, 80 wird du *« 0, ätoo 

cosD = -~= (6> 



Da nun y«8a und V^Sv die Werte von 8« bzhw. für 3» = und 
du « O sind, so folgt, dass e, g die Quadrate, f das mit dem Cosinus 
des Winkels zwischen den Parameterlinien multiplicirte Product der 
beiden ParameterlinienelemeiiCe, jedes dividirt durch das Parameter- 
increment bedeuten. 

Aus dieser Bedeutung folgt, dass «, /, ^ unabhängig von der 
Lage der Ax^n der x^ ^, z sind. 

Sind umgekehrt auf zwei Flächen, die man in denselben Para- 
metern u, V darstellt, die Werte von e, /, g, dieselben, so sind nach 
61. (2) auch die Längen aller entsprechenden Linien gleich; folglich 
kann man die eine Fläche durch Bieigung ohne Dehnung oder Con- 
traction auf die andere legen, und man hat den Satz: 

S. 1. Alle Flächen, die, bezüglich auf dieselben Pa- 
rameter, gleiche Fundamentalg^rössen erster Ordnung 
haben, sind auf einander abwickelbar. 

Endlich folgt hoch aus (4) und (6), dass 

e+f(k+k')+gkk'^0 (7> 



und 



die Bedingungen des rechtwinkligen Durchschnitts bzhw. der Para- 
meterlinien und zweier beliebigen Linien sind. 



f d. BeviliSrusfsebeiie utt4 NiMiale. 

Tangente einer Curve s auf der Fläche sind: 



^ = x-\-R 



ds 



V 



t^-^H 



Die Oieichung^i der 






Setzt mian für da;, dy, dx ihre Werte (1) und eüminirt du, dr, so 
kommt: 

dx Bx 



du Bv 



I-« 



8y 8y 



d« 3z_ 
du Bv 



t-z 



= 



(8) 



Digitized by VjOOQ IC 



— 5 ~ 

das ist die Oleiehimg einer Ebene. Da sie 9m, di; nicht enthält, so 
gilt sie gleicherweise IHr die Tangenten aller Cnrfen, die dnrch den 
Pnnkt (uv) gehen. Die so bestinimte Ebe^e, ii^ welcher demnach 
alle diese Tangenten liegen, heilst die Berührq,n,g^9Qbene, ihr» 
l^ormale im Berührungspunkt errichtet 4ie Normale der FUche* 
Die Richtungscosiiins der einen wie der andern jp, $» r müssen den* 
€oefficienten, von {, 17, ( proportional sein; daher hat man: 



j4^ 



«y Bf 




d» 8» 




»X dx 


Si »0 


; j« — 


du d» 


; rt — 


ib di 


a. dz 




a, a» 




dff 9y 


^ ^ 




Si, ^ 




§ü 9v 



m 



Zur Bestimmung von e nimmt man die Quadratsumme der 3 Grössen; 
dann kommt: 

fi^eg—f^ (10) 

Da die Normale auf allen Tangenten senkrecht steht, so Ist für 
jede Variation längs der Fläche 

/>ftB+«?y+r8»«0 (11) 

Der Formel (6) lässt sich jetzt eine zweite an die Seite stellen; 
«s ist _ _ 

f^Veg€OßD\ *«V«flrsinZ> (12) 

§. 3. Fllehenelement. Denkt man ein FU^henstt^ A vo^n df^r 
Parameterlinie (u) bei variirendem v erzeugt, so nimmt es, wenn v 
in v-\-dv übergeht, um den uneiidlich schmalen Streifen 9A zwischen 
2 consecutiven Parameterlinien (u) zi^. Dieser Streifen wird zugleich 
mit dem Flächenstück Sl von der Parameterlinie (v) bei variirendem 
u erzeugt, und sein Increment S*Sl^ das er bei Uebergang von u in 
U'{'du erhält, ist das nach allen Richtungen unendlich wenig aus. 
gedehnte Bogenviereck zwischen 2 Par consecutiven Parameterlinien 
(u) und (v) und heisst als solches das Element der Fläche, in ddm 
Sinne dass durch Integration nach u und v daraus die Fläche Sl^ es- 
halten wird. Dieses Bogenviereck lässt sich als ein Parallelogramm 
in der Bertthrungsebene betrachten, dessen 2 an den Punkt (uv) an- 
stossende Seiten die auf den Tangenten der ParameterHnien abge- 
tragenen Linieneleniente 

yeduj y^8r 
bUd^n mit dem Winkel D zwischen sich. Der Inhalt ist daher 



das ist nach (12): 



9*Ä = yeSu.-^gdvsinD 



d^St^iiuSv, oder Sl^/ftdu9v 



(13) 
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Gemäss dieser geometrischen Bedeutung der Grösse t kann man die- 
selbe den Flächendifferentialquptienten nennen. 

§. 4. KSrperelement. Denkt man einen Körper P von einer 
Fläche, ausgedrückt in den Parametern w, v bei Variation mit einem 
dritten Parameter w erj^eugt, so ist, wenn w in w-\-Sw übergeht, das 
Increment des Körpers dP die unendlich dünne Schale zwischen 2 
consecutiven Flächen. Während nun das Flächenstück Sl die Schale 
dP erzeugt, erzeugt das Flächenelement c^Sl das nach allen Rich- 
tungen hin unendlich wenig ausgedehnte Körperelement d^P, in 
Gestalt eines Prismas auf der Grundfläche d^SI und von einer Höhe 
gleich der Projection der Verrückung des Punktes {uv) auf die Nor- 
male der Fläche. Die Projectionen der Verrückung auf die Axen 
der X. y, z sind 



dx , 
dw 



Sy , 



dw 



also ihre Projection auf die Normale 

{ Sx Sy Sz\ 

folglich ist das Körperelement 

d^P^hS^^^htdudv oder 
d^P= Tdudvdw 

wo nach Einführung der Werte (14) (9) 



r« 



(14) 



(15) 



dx 


dx 


dx 


du 


dv 


dw 


Sy 


8y 


^ 


du 


dv 


dw 


dz 


dz 


& 


du 


dv 


dw 



(16) 



wird. 

§.5. FnndMnrntelgrSsseB sweiter Ordmmnr. Als Fandamen- 
tal grossen 2. Ordnung betrachten wir folgende drei: 

d»x , 8»y , 8«* 



a«x 8»y dh 
^'"Pd^+^Mi + ^'d^ 



G 



d*w , d*9 , dh 



(17> 
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Auch diese sind unabhängig von der Lage der Axen der «, y, ä, wie 
eine Orthogonalsubstitution für or, y^ z leicht zeigt. Vermittelst ihrer 
lassen sich nun die Covarianten (d. i. mit der Axenlage variirenden) 
2. Ordnung auf je 3 Covarianten 1. Ordnung und Invarianten (d. h. 
von jener unabhängige) 2, Ordnung zurückführen, in folgender Form : 

V X vx vx 



du 3«* ' ^dv f 



(19) 



gültig für jede Lage der x Axe, so dass die Coefiicienten dieselben 
bleiben, wenn a; in ^ und z^ p m q und r übergeht Um die Coefü- 

cienten zu bestimmen multipliciren wir die 5 Gleichungen mit ^ 

und nehmen die Summe der je 3 analogen für x, y, z. Dabei ist 
hinsichtlich der linken Seiten zu beachten, dass durch Differentiation 
der Gleichungen 



erhalten wird: 



dx dy Bz 



^&c 8^^ ar8_2 , 
^Sx Sqdy drdz 

8e.8u+St.äi+8t;8t* + ^^^ 

^Sx dqBy drdz 



(20) 



(21) 



Dann kommt: 
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i|-ir.+Jl,/ ) (22) 



(23) 



-E = He-\-B,f ) 

Mnltiplicirt man ditselben Gleichungen statt dessen mit g--» so giebt 
die Summe der analogen: 

i^^^-Bf^B^g l (24) 

^G^Jf+J,g 



im 



Hiernach sind je 2 der 10 Coefficienten durch 2 linearer Gleichungen 
bestimmt, aus denen ihre Werte leicht hervorgehen. Multiplieirt man 
endlich statt dessen mit p^ so giebt die Summe der Analogen: 

j5r=-^2; ^=^»1 o-^c^ 

und die 2 letzten Gleichungen sind identisch erfüllt. Sofern die ge- 
fundenen Werte unabhängig von der Axenlag« sind, ist die anftng- 
liche Aufstellung gerechtfertigt. 

§. 6. Selationen xwisehen den FuntomentalfrUnen. Differentürt 
man die erste, zweite, Tierte der GL (18) (19) nach v, die zweite, 

dritte, fünfte nach i*, so erhält man je 2 Ausdrüdce für g-^« giigT«' 

g-^* die einander gleichgesetzt 3 Gleichungen ergeben, sämmtlich 

von der Form 

da? . ix , 

in der sie mit Hülfe derselben Gl. (18) (19) dargestellt werden können. 
Da diese für jede Axenlage gelten, so muss 
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JT — 0; Äi— O; JT» « 

sein. Unter den so entstehenden 9 Gleichungen ist eine fUr sich von 
selbst erfüllt; die übrigen geben ttbereinstinunend nur folgende 3 un- 
abhängigen Resultate: 

,/iJfSeJf!)g8edg de Bg J/B/) 

-f 2(öe -F/) ^+ (E/-Fe) ^ - (27) 

-f 2(^-F/)^+(F.-^/)| == (28) 

Pie ei»te, welche wir die Gauss'sche Relation nennen können, 
ist wichtig, so&m sie zeigt, dass die Grösse. EG — F^ für bestimmte 
Parameter nur von Fundamentalgrössen 1. Ordnung abhängt, foIigUch 
nach §. 1. auf allen auf einander abwickelbaren Flächen denselben 
Wert hat. 

§. 7. Relation zwisehen den KrttmnumgeB beTtUire]i4er Curren 
(Meusnier'seher Satz). Multiplicirt man die erste der Gl. (21) mit 
8tt*, düe zweite und dritte mit 8i*3r, die tierte mit 8»* und addlrt sie, 
so kommt: 

BpBx+dqd^-^-drdz+Edu^+^Fbttdv^+Gd^^rO (29) 

wo di» ¥olUtäBdigen DifferestiAle gemäss der Yariatioa ib einer be« 
liebigen Richtung längs der Fläche, der Richtung der Tangente einer 
Curve 8 zu nehmen sind. Wendet man auch Gl. (11) auf (Ueselbe 
Gunre an, dividirt beide Gleichungen durch da und diflerentfirt dami 
letztere nach dem Krümmangawinkel % dieser Curve, so kommt: 

a«», 8«!y, a& Edn*+2Fdt»dv+Gdv^ 
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Da die 2nial 3 Factoren zur Linken die Richtungscosinus der Flächen- 
normale und der Hauptnormale von s sind, so drückt die Linke den 
Cosinus de;3 Winkels zwischen beiden Normalen aus. Setzen wir 
diesen =« ö, so wird die Gleichung: 

g^cos»« e8w2+V8u8'r+^8tr2 ^^^ 

Die Grösse zur Rechten hängt nur von w, v und g- ab, welche einen 

Punkt und eine Tangentialrichtung bestimmen, ist also dieselbe für 
alle Curven s auf der Fläche, die sich im Punkte (uv) berühren. 
Wir legen nun allen diesen Curven diejenige zugrunde, in welcher 
eine durch die t'lächennormale und durch jene Tangente gelegte Ebene 
die Fläche schneidet. Diese ebene Curve, kurz bezeichnet durch den 
Normalschnitt im Punkte (wt?) für die Richtung (3m, 3v), hat die 
Fläcbennormale zur Hauptnormale, also ist für sie ö = 0. Femer 

drückt g- die Krümmung, k- den Krümmungsradius der Curve « aus. 

Bezeichnet also 9 den Krümmungsradius des Normalschnitts, so ist 

1 _ Jg8u^ + "IF ^uhv^ Gdv^ 

woraus verglichen mit (30): 

8« 

g^ = l>cosÖ (32) 

Wir haben demnach zur Charakterisirung der Fläche in einem Punkte 
von jetzt an nur die Krümmungen von Normalschnitten zu unter- 
suchen. 

§. 8. Bamme der Krttminaiiren zweier sieh unter rechten Win» 
kein schneidenden Normalsclinitte. Ohne Rücksicht auf die Bedeu- 
tung der Buchstaben hat man die identische Gleichung: 

(e+2fk+gk^) (E+ 2Fk'+ Qk'^) + (6+ 2tk'+gk'^) (E+2Fk + Gk^) 
= 2 le-\-f(k+k')+gkk'\{E']-F{k+k') + Gkk'} 

•\-(eQ^2fF+gE) {k-^ky (33) 

Haben jetzt e, /; g^ ä?, k' die Bedeutung von §. 1., d. h. sind ^^ k' 

iv 
die Werte von g- für 2, im Punkte {uv) sich schneidende Curven, 

8^ ist nach Gl. (7) 

e+f(k+k')+gkk'^{i (7) 

die Bedingung, unter der die Curven sich rechtwinklig schneiden. 
Dies angenommen reducirt sich die Gleichung auf 
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= (eG - 2fF+gE) (k—ky (34) 

Da hierin E^ F, G noch beliebige Grössen sind, so SQtzen wir 

E = e', F=f', G^g 
dann kommt: 

{e-\-2fk'\-gk^)(e^2fy-\'gk'^) = t^(k-k')* (35) 

Die vorige Gleichung durch diese dividirt giebt: 

E+2Fk+Gk^ E'\-2Fk''^G k'^ eG — 2fF+g E 
e + 2fk+gk^ '^ e+2fk'+gk'f " f^ 

worin noch immer JE, -F, G beliebige Grössen sind. Erteilt man ihnen 
ihre Bedeutung (17), so drücken nach (31) die 2 Terme zur Linken 
die Krümmungen der 2 Normalschnitte für die Richtungen der Tan- 
genten der 2 genannten Gurven aus. Bezeichnen also p, p' die 
Krümmungsradien zweier sich rechtwinklig schneidenden Normal- 
schnitte, so ist 

11 eG^2fF+gE 

. + „_ ^2 (ä6) 

Da die Rechte unabhängig von k- ist, so hat man den Satz: 

S. 2. Die Summe der Krümmungen zweier sich recht- 
winklig schneidenden Normalschnitte ist für den be- 
stimmten Schnittpunkt constant. 

§. 9. Hauptkrttmimuireii. Der Aasdruck (31) von - variirt nur 

dv 
mit tt, V und ö" =* ^» also für einen festen Punkt (uv) nur mit ät, 

indem die Normalschnittsebene um die Normale rotirt. DifFerentiirt 
man unter dieser Voraussetzung Gl. (31) nach ky so kommt: 



dkXg) N 



F-^-Gk E+2Fk + Gh^ 
f+gk e + 2fk+gk^ 






EF 

ef 



GE 
9^ 



k + 



FG\ 

fg I 



h^] (37) 



wo zur Abkürzung 

N=^\(e']-2fk+gk^)^ 

gesetzt ist. Verschwindet dieser Ausdruck für jedes Ar, so ist - con- 
stant, ein Fall den wir später betrachten. Verschwindet er nur füc 
bestimmte Werte von ky so entsprechen diesen ein Maximum und ein 
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Minimiim von - ; denn, wenn nicht alle Krttmmungen gleich sind, so 

mnss bei einer vollen Umdrehnng mindestens eine ein Maximum nnd 
eine ein Iffinimam sein, daha* miigs die quadratische Gleichung, 
welche k bestimmt, nämlich 



EF\ 

ef r 



GE 

9-^ 



k + 



FG 

fg 



ifc«-«0 



(38) 



immer 2 reelle ungleiche Wunsebk haben, deren eine der Maximal^,, 
die andere der Minimalkrflmmung entspricht. Die 2, durch diese 
Wurzelwerte bestimmten Normalschnitte heissen dieHaupluormal- 
schnitte, ihre Krflmmungen die Hauptkrttmmungen, iure Ebenen 
die Hauptnarmalebenen, ihre TaAgenteo die Hauptkrtkm- 
mungfttangenten, und deren Richtongeu die HauytkrUmiAungsr 
richtangen. 



Sind Ati, h^ die Wurzeln der 61. (38), so wird 
GE 



FG 

fg 



«Jlf; 



3f(Ä:,+ÄT,); 



EF 

ef 



— Mk^h^ (39) 



woraus durch Verbindung: 

«+/(*! +^t)+iy*A -= (40) 

^+^(^1+^) 4- ö^M» = (41) 

Eratere Gleichung sagt^ das« die Hauptkrümmaogsrichtojigen auf Qt«- 
ander senkrecht stehen; die Bedeutung dw letetei^n wiri in §* 13. zu 
Tage kommen. Da sich also die Hauptnormalschnitte rechtwinklig 
schneiden, so ist naeh G4. (96>, wenn^, ^ die Havplkrümmungs- 
radien bezeichnen: 



1^ 1^ _ eG^2/F+gE 



(42) 



Setzt man femer in Gl. (33) k = k^, k^=zk^, und erst e, /, ^ für 
E^ F, (r, dann umgekehrt £, F, G für e,./, ^, so erll^lt man nach 
Gl. (40) (41): 



(e'\-2/h^^ffk,*)(e+2fk^+gk^^>^ tHk,^k^)^ 



(43) 



(E-\- 2Fki -f Gk^9XE+2Fk^^ Gk^^y ^ (EG ^ F*) (k^ - ifc«)« (44) 
und nach Division, zufolge (31): 

1 EG-'F* 



^Q» 



(45) 



B» jeM Bam/mt «üd Product der Hauptkr9m»un§en b^anat ist, so 
fffekiSi rioh beUe elnsMiln tft Wupzcjiii der Gteichung: 
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-^ -^ ^^ +EG —F* = 



(^6) 



tTm jedoch za finden, welclüe Warzel za ibj, welche zu k^ gehört, 
ontersucfaen wir direct die Differenz beider 

9i 9t 
Nadi Gl. (Sl) ist sie 

E+2Fki + Gk^^ E+2Fk^+Gk^^ 



J = 



«4-2/A^i+iyV «+'2/Ai+^V 



Dies multiplicirt mit dem aas (43) bekannten Prodnct beider Nenner 
giebt: 



£Fi 



+ 



und nach Einführung der Werte (39) 



GE 

9^ 



I FG I ) 



FG 

fg 



^1 — ^2 



(47) 



Die gefundenen Resultate vereinfachen sich, wenn man für £; 
F, 6? ihre Werte aus den Gl. (23) (25) Bobstituirt; denn dann wird 



- Brt^\ 



EF 
nnd nian findet: 



h+h — - 



GE 
9^ 



J.—H 



(H^J^)t^', 



f9 



= ^Jt^ 



(48) 









^; 



9iQt 



(49) 
HJ^^JH^ (50) 



worans : 



2J^ ' 



^2 « (JT— Ji)2+4J»i 



~" 2-7 



2 



(51) 



(52) 
(53) 



Die Gleichung««, welche die HauptkrUmmungsrichtwigen und Haupt- 
krttmmungen bestimmen, lauten jetzt: 
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Jk^+{H--Ji)k — Hi=0 (54) 

§. 10. Sphftrische Krflmmungr. Wie anfangs §. 9. erwähnt, wird 

- constant, also die Krümmungen aller Normalschnitte, die durch 

einen Punkt gehen, einander gleich, wenn 6rl. (38) unabhängig von 
Je gilt, wenn also 

I EF 



= 0; 



9^ \ \ fg . 



i ef 
ist, drei Gleichungen die sich auf folgende 2 reduciren: 

E _F _ G 

« "" / "" 9 



(56) 



Im allgemeinen bestimmen dieselben einen oder einzelne Punkte; ein 
solcher Punkt heisst ein Nabelpunkt. In besonderen Fällen geben 
sie nur eine Relation zwischen u und v, bestimmen also eine Linie, 
Nabellinie. In Nabelpunkten und Nabellinien heisst die Fläche 

sphärisch gekrümmt. Nach (31) werden die 3 Quotienten = -; 
daher ist 

E^-' F=^-i G = - (57) 

§. 11. Krttmmungsmass. Zieht mau von einem festen Punkte, 
z, B. dem Anfangspunkte der xyz eine Gerade von der Länge 1 in 
der Richtung der Normale einer Fläche, so ist der Ort des Endpunkts, 
dessen Coordinaten also p^ ^, r sind, eine Kugelfläche vom Radius 1, 
auf welcher jedem Punkte der Fläche (xyz) ein Punkt der Kugel- 
fläche ipqr) entspricht. Beschreibt nun der Punkt (xi/z) den Umfang 
eines unendlich kleinen Flächenelemeuts ö^ß, so beschreibt der Punkt 
(pgr) den Umfang eines unendlichkleinen sphärischen Flächenelements 
d^(o. Den Quotienten 

nennt man die Krümmung der Fläche, in analogem Sinne wie 

dr 
in der Curventheorie der Quotient ^ die Krümmung der Curve ge- 
nannt worden ist, nur war es daselbst die Tangente, mit welcher 
vom Anfangspunkte eine Gerade von der Länge 1 gezogen ward, 
deren Endpunkt dann auf der Kugel die Curve t entsprechend der 
vom Berührungspunkte gleichzeitig durchlaufenen Curve s beschrieb. 
Ebenso wie dort werden wir auch in der Flächentheorie jede vom 
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Punkte (pqr) beschriebene Curve die Indicatrix der Normale für 
die von ihrem Fusspunkt gleichzeitig beschriebene Curve nennen. 

Um den Wert der so definirten Krümmung zu finden, wenden 
wir eine der Formeln (9) auf die Kugelfläche au, wo der Grösse t 
die Grösse t^ entsprechen möge, während /?, ^, r auch hier die Rich- 
tungscosinus der Normale ausdrücken; dann ist 



Ph 



du 

dr 

du 






uud uach Einfflhrnng der Werte (19) 



Ph = 



rh 



Sy jdy 



^du'^^^dv *^6«+-^»8l. 



Der letzte Factor ist = pt, der erste nach (50) 



ou 



& 

'8«; 



^E+^ii; -^du^-^^dv 






du dv 

dz dz 
du dv I 



9i9i 



folglich 



tt =-= 



oder 



d^oD t^dudv 1 

d^Sl tdudv P1P2 



(58) 



(59) 



S. 3. Die Krümmung der Fläche ist also gleich dem 
Product der Hauptkrümmungen. Infolge dessen können wir 
oine Fläche positiv oder negativ gekrümmt nennen, jenachdem 
die Hauptkrümmungen gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben. 
Der Grenzfall, wo eine Hauptkrümmuug null ist, kann entweder auf 
der ganzen Fläche öder längs einer Linie oder in einem blossen 
Punkte stattfinden. Im ersten Falle wird durch die Eigenschaft eine 
besondere Art von Flächen definirt, deren Theorie im 3. Abschnitt 
behandelt werden wird; im zweiten ist die Linie der Nullkrümmung 
gewöhnlich die Grenze zwischen zwei entgegengesetzt gekrümmten 
Teilen einer Fläche. 

§. 12. Keduetion der Krflmmung eines beliebigen Normalsehnitts 

4ittf die Hanptkrttmmungen. Bezeichnet & den Winkel zwischen der 

ov 
beliebigen Tangentialrichtung ^ == Je und der ersten Hauptkrümmungs- 

. ^ dv 

richtung ^^=.ä-i, so ist ß— ^ der Winkel zwischen eben jener und 
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der zweiten Hanptkrttmmangsrichtang ^ = k^. Daher erhält man 

die Werte von cos^ und sin^ ans der Formel (4), wenn man bzhw. 
k' »» kj nnd k^ setzt Knn hat man vermöge der Gl. (40) : 

e+f(k+k,)-\-pkk, « (f-{-pkMk-k^) 
e+f{k+k^)+ffkk, - if+9k^)(k---k^) 
e + 2fk^+gk,^ « (f+gk^Hk^-k,) 
e + 2/k^ +gk^^ if+gk^) (k^ -k^) 

Demnach gehen die genannten Ausdrücke über in 






«+ ''Ifk-^gk^ k^ — Ä?8 

Ebenso hat man vermöge der Gl. (41): 

E-^^Fk^+Qk^^ = {F+Gk^){k^—k^) 
E+2Fkt+Gk^^ ='-{F+Gk^)(ki—ki) 

demzufolge die Formel für die Krümmung eines Normalschnitts (31) 
angewandt auf die Hauptkrümmungen ergiebt: 



1 ^ F+Gkj^ 1 __ F+Gki 
9i "" f+9h ' 92 "" f+9h 
Aus vorstehenden 4 Ausdrücken setzt sidi zusammen 



cos^ sin^» (F-{- Gk^) (k— k^)^ — (F+ Gk^) (k — \)^ 
Qi^ Qt ^ (e+2fk+gk'^){k^-^k^) 

_ 2Fk'^-Gki^'^F{k^+k^)--Gkj^k^ 
"■ e+^/k+gh^ 

das ist nach (41) und dann nach <31) 

_ E+2Fk+Gk^ 1 

-^ e+2/k+gic^ - ^ ^ 
also 

1 cos*^ , sm^& ,^^, 

Auf Grund dieses Kesultats kann man die Beziehungen zwischen 

den Krümmungen der Normalschnitte folgendermassen constructiv 

dv 
darstellen. Denkt man auf der variabeln Tangentialrichtung ^ ^k 

eine Strecke R abgeschnitten, so sind JB, ^ die Polarcoordinaten des. 
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Endpunkts P auf der Berührungsebene für den Berührungspunkt M 
als Anfangspunkt Lässt man den Punkt P um 3/ als Mittelpunkt 
einen Kegelschnitt beschreiben, so wird dessen Gleichung 

_ (Äcos^ (ÄsinaO* 
identisch mit Gl. (61), wenn man 

9 ' 9 

setzt Diese Gleichungen kann man entweder durch 

oder durch 

Ä*= — p; a= — Pi; ft== — pg 

erfüllen. Für positive Krümmung, wo p^, pg gleiches Vorzeichen 
haben, können a und hy weil nie beide negativ sind, nur positiv sein, 
und p hat dasselbe Vorzeichen. Für negative Krümmung hingegen 
sind beide Bestimmungen von a, h zulässig. Folglich ist der Ort des 
Punktes P für positive Krümmung eine Ellipse, für negative eine 
Verbindung zweier Hyperbeln von gemeinsamen Asymptoten. Unter 
allen UmstäBden alMr ist der absolnte Wert cks Erümniiingiinidlws p 
dargestellt durch das Quadrat des Radiusvectors. Da, im Intervall 

von ^ «= bis O = R, p von p^ bis ps variirt, so muss - im Fall 

negativer Krümmung einmal null werden und sein Vorzeichen wechseln; 
dies geschieht, wo der Radinsvector in die Asymptote übergeht Ist 
aber die Krümmung des Normalsebnitts nnll, so sind es nach §. 7. 
die Krümmungen aller Curven von gemeinsamer Tangente gleichfalls. 
Diese Nullkrümmungsrichtungen, deren in jedem Punkte einer negativ 
gekrümmten Fläche 2 existiren, nennt man die asymptotischen 
Richtungen. Man findet sie durch Auflösung der Gleichung 

E+2Fk + Gh^ = (62) 

nach k, 

§. 13. Variation der Berührungsebene. Variirt der Berührungs- 
punkt {xyz) der Berührungsebene 

beliebig, so erhält man durch Differentiation bei constanten I, ^, £ 
als zweite Gleichung der Coincidenzlinie : 

Die Coincidenzlinie geht also durch den Punkt {xyz) und ist Tan- 
gente der Fläche. 

2 



Digitized by CjOOQIC 



18 — 



Bezeichnet v den Drehungswinkel, so ist ihr Richtungscosinus 
gegen die x Axe: 







q^y 




dy 


1 q dq 

OV i r dr 


Hdu + Jilv 

- dv 


- dz 

*■ du 


1 H^du-\-J.^^dv 
+ ■ dv 


dz 
'■ dv 



und, wenn man für g, r die Werte (9) setzt: 

dx 
e 

Hdu-{-Jdv 



tBv 
das ist nach (23) (25): 



/ 



du 

üx 

Bv 



H^Bu-\-Ji3v 

tBv 



1/ 



Bu 



Bx 
^ Bv 



tBv 



~ EBu+FBv 
^ FBu-^GBv 



(63) 



Nimmt man zur Bestimmung von Bv die Quadratsumme der Analogen, 
so kommt: 

(tBv)^ = g(EBu+FBv)^ — 2f(EBu+FBv)(FBu-\-GBv) 
-]-e(FBu+GBvy^ 
= (eG — 2/F+ gE) {EBu^ + 2FBu Bv+G Bv^) 
— (EG — F^) {eBu^+2fBuBv+gBv^) 



\\Qi 92/ Q Q1Q2) 
l\Pi 92/9 9i92) 



(64) 



Bezeichnet s' eine Curve, deren Tangente die eben bestimmte 
Coincidenzlinie ist, und werden die Tangentialrichtungen von s (Bahn 

des Punkts (xyz)) und s' bestimmt durch die Werte q = ^ ^^^ ^\ 
so lässt sich das Resultat (63) schreiben: 



Bx f^^_\^^i.t\^ ^^ 

87^\B^'^8i^ JB^'^tSi 



Bx 

dv ^+^* 



(65) 
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Bx Bx 
Multiplicirt man einzeln mit ö-- ö» so giebt die Summe der Ana- 
logen: 

'"TV^ -tdvlf F+Gk 



e- 



^^^^^tdv\g F+Gk 

woraus durch Elimination von dv: 

E+F(k+k')+Gkk' = (41) 

Diese Gleichung zeigt zuerst, dass die Tangenten von s und «' 
in reciproker Beziehung stehen. Man nennt darum die Coincidenz- 
linie der Bertihrungsebene die conjugirteTangentezu derjenigen, 
welche die Kichtung der Variation des Bertlhrungspunkts bezeichnet; 
und umgekehrt ist dann letztere die conjugirte Tangente der Coin- 
cidenzlinie. 

Ferner ist aus §. 9. bekannt, dass die Gl. (41) verbunden mit 
<ler folgenden 

e+f{k + k')+ghk'=^0 (7) 

welche Bedingung des rechtwinkligen Durchschnitts von s und s' ist, 
die Bedingung ausmacht, unter der die Tangenten beider Curven 
Hauptkrümmungstangenten sind. Hieraus folgt der Satz: 

S. 4. Conjugirte Tangenten bilden immer und nur 
dann rechte Winkel, wenn sie Hauptkrümmungstangenten 
•sind. Oder umgekehrt: 

Notwendige und ausreichende Bedingung der Haupt- 
Itrümmungsrichtuugen ist, dass sie 1) senkrecht auf ein- 
ander und 2) conjugirt sind. 

Gl. (41) diiferentiirt giebt: 

t^Bk 
{F-\-Gk)^Bk* = (EG — F^)Bk = 

<iaher variiren k und k' auf positiv gekrümmter Fläche in gleichem, 
auf negativ gekrümmter in entgegengesetztem Sinne. Da aber die 
<;onjugirten Tangenten bei Rotation um den Berührungspunkt gleich- 
zeitig in die Hauptkrümmungsrichtungen fallen, so folgt, dass sie von 
diesen aus auf positiv gekrümmten Flächen, in gleichem Sinne rotirend 
in verschiedene Quadranten, auf negativ gekrümmten einander ent- 
gegen rotirend in denselben Quadranten treten und sich einander 
begegnen. Letzteres geschieht für k — k\ also nach GL (41) für 

E+2Fk+Gk^='0 (62) 

2* 
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d. i. nach §. 12. in der asymptotischen Kichtang, und man hat den 
Satz: 

S. 5. Die asymptotische Tangentialrichtung ist sich, 
seihst conjugirt 

§. 14. Yariation der yormale. Die Normale hat denselben 
Drehongswinkel v wie die Berfthrungsebene, und eine gleichgerichtet» 
momentane Rotationsaxe. Es bleibt daher nur ihr Drehpunktsabstand 



B 



dp dx-\-dqdy-\-Br dz 



und ihre Gleitung längs der momentanen Rotationsaxe 

p dp dx 
q dq dy 
r dr dz 



3*2 -=8i; 



zu berechnen. Der Weit des Zälilers von R ist bereits nach 61. (29) 
bekannt, oad vermöge (31) und (64) wird daraus: 

gdv^ 



R 



9i^ 



Qi+Qi—Q 



(66> 



Der Ausdruck von Q aber, entwickelt nach Elementen der dritten 
Yerticalreihe, enthält als Coefficienten die in §. 13. ermittelten Rieh- 
tungscosinns der Coincidenzlinie der Berührungsebene^ so dass 

und nach Einsetzung der Werte (65) 

fiö 8t*2|6+A E+Fk 
^^tdv\f+gk F+Gk 



tdv Wf 



gG 
e E 



^ + 



f F 

gG 



kA 



oder, weil die Klammer nach §. 9. für k 

du^ 



dQ^ 



tdv 



f F 

gG 



(Ä- 



k^ und k^ verschwindet r 
h)iM-k^) (67> 



B&emach ist die Gleitung constant null und der Drehpunkt 
Coincidenzpunkt in Nabelpunkten der Fläche, in jedem andern Punkte 
findet dasselbe statt bei Variation in den Hauptkrümmungsrichtungen. 
Bei beliebiger Variation stellt dQ den normalen Abstand zweier con- 
aecutiven Normalen dar. 
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Die Lage des Drehpunkts, resp. Coincidenzpunkts erhält man als 
Endpunkt der Strecke R auf dem positiven Arme der Normale ab- 
geschnitten. Coincidenzpunkt wird er zweimal, für p = ^^ und q = q^. 
Bzhw. wird hier auch i? = p^ und ^g. Die Orte der letztem 2 Punkte 
heissen die Mittelpunktsflächen. 

§. 15. Bedingranf «Ines Normalensystems. Eine Gerade 

-= -y-^ ^ « R (68) 

a h c ^ ' 

Tariire mit 2 Parametern w, v. Für beliebige Variation ist dann 

dx = da-^Rda-^-adR 
dy = dß+Rdb-\-bdR 
dz =-dY'{-Rdc'{-'cdR 
woraus: 

adx + bdy+cdz = ada-\'bdß'\-cSy-{-dR 

Soll nun die Gerade Normale einer Fläche, (xyz) ihr Fusspunkt sein, 
«0 muss die Linke verschwinden. Dann wird adcc'\'bdß-\-cdy ein 
Differential, nämlich von — R. Die Bedingung ist also: 






oder: 



da da db Sß ^^ de dy da da db dß ^^ de dy 

dv du'^dv du~^ dv du du 8v ' öw dv~^du dv 



Immer und nur dann, wenn diese Gleichung erfüllt ist, ist das System 
von Geraden (68) ein System von Normalen einer Fläche. 

§. 16. Torsionswinkcl einer Curre auf der Flftehe. Bezeichnet, 
wie in §. 7. S den Winkel zwischen der Hauptnormale einer Curve s 
auf der Fläche und der Flächennormale, femer a, J, c die Richtungs- 
cosinus der Binormale, aj, ftj, e^ die der Hauptnormale, so dass 

pcti-^-qb^-^re^ = COSÖ (70) 

pa -{-qb -f-rc = — sin0 

-wird, endlich t und ^ den Krümmungs- und Torsionswinkel, so hat 
man: 

Sa, «a8^-.g^8r-, «i - gi Si 
und findet nach Differentiation der Gl. (70): 

aia^+6i83 + <?i8r— a^sinÖ =— SÖsinÖ 
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Setzt man für 8p, 8^, Sr ihre Werte aus (19), so kommt: 
;i^ :^Ä M(Hdu + Jdv) + iV(^,8t. + J^a^) 

wo zur Abkürzung 

gesetzt ist. Zur Bestimmung dieser Coefficienten hat man zunächst r 

Mdu+Ndv = a^dx+b^dy+c^dz = (72) 

Um eine zweite Bestimmung zu erhalten, lassen wir die Curve s vo» 

einer zweiten Curve «' rechtwinklig schneiden. Für erstere sei 

dv 

g- = Ä;, für letztere = h'. Die Tangente von s' bildet dann mit der 

Hauptnormale von s den Winkel €> — R, daher ist 

sin© = ojg^ + *i ^ + ''i 87 = (M+m') ^ (73) 

Eliminirt man zwischen den 3 Gleichungen 

e+f{k-\-k')-\-ghk' = 
e+2fk-+gk'^ = {^y 
e nnd %', so findet man: 

und, wenn man nur die 2 ersten subtrahirt: 

woraus: 

£ = ^(^~^')t (74) 

Jetzt werden die GL (72) (73): 

M+Nk = 

M+Nk' =- t(k — k') ,-8ine 



woraus: 



8w ^ 8«Ä -. 

-Af = «Ä; K- sin® ; N = — t-^ sinö 
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und GL (71) wird: 

das ist nach (54): 

Der Torsionswinkel einer beliebigen Curve auf der Fläche ist also 






(75) 



§. 17. BieguDgr und Abwiekelungr. Variirt eine in Parametern 
w, V dargestellte Fläche, so betrachten wir den durch die Werte von 
w, V bestimmten Punkt als beständig denselben, desgleichen eine Linie, 
wenn sie der Ort identischer Punkte ist, und ein Flächenstück, wenn 
es identisch begrenzt ist. 

Eine Fläche biegen heisst sie so verändern, dass alle begrenzten 
Linien auf ihr gleiche Länge behalten. 

Wird eine Fläche gebogen, so folgt, dass alle begrenzten Flächen- 
stücke, insbesondere die Flächenelemente constanten Inhalt haben. 

Eine Fläche auf einer andern abwickeln heisst sie durch Bie- 
gung (und Transposition) in letztere übergehen lassen. 

Damit also eine Fläche Sl auf einer andern i2, abwickelbar sei, 
muss jede irgendwie begrenzte Linie s auf ihr, also auch das Quadrat 
des Linienelements 

8«2 = edu^+2fdudv+gdv^ 

und, da es für willkürliche 8w, dv gilt, auch die Coefficienten «, /, g 
auf Sl und ü^, in denselben Parametern dargestellt, gleichen Wert 
haben, und umgekehrt; der Satz lautet: 

S. 6. Notwendige und ausreichende Bedingung der 
Abwickelbarkeit ist, dass «, /", g auf beiden Flächen 
gleich sind. 

In diesem Falle ist offenbar auch t und das Flächenelement tdudv 
gemeinsam, desgleichen die Krümmung der Fläche 

1 _EG — F^ 

9i Q% "~ «^ 

weil sie nach Gl. (26) in e, /, g darstellbar ist. 

Die Aufgabe, alle auf der Fläche il^ abwickelbaren Flächen Sl 
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zu finden, besteht demnach in der Integration der Gl. (3), worin €, 
/, g gegeben, d. h. aus Sl^ zsi entwickeln^ und x^ y^ % gesucht sind. 

§. 18. Mittelpunktsflftehen. Die Gleichungen der beiden Mittel- 
punktsflächen sind nach §. 14. 



«+^^r» yi = y+3Pi; h 






Durch Differentiation gemäss den Formeln (19) erhält man: 
-8;f = (l + ^«*'>8«+^^Px-fe+ifp; etc. 

^ = «^Px8;.+(l+./i9i)ä;+-ä^p; etc. 

Bezeichnet man durch /jj, gj, rj, «j die Werte von ^j, g, r, ^ auf der 
ersten Mittelpunktsfläche, so findet man durch Anwendung der For- 
meln (9) auf die vorstehenden Differentialquotienten: 



i/-^''.'^! 



Vih = i 



Hieraus folgt, dass 



Go, 



9£i 

St? 



I dx 
I iu~ 

i 






9a; 



etc. 



/?Pi+ 331+^^1 =0 



dass also (S. 7.) Die Normale der Mittelpunktsfläche 
parallel der Bertihrungsebene, ihre Berührungsebene 
parallel der Normale der ürfläche ist. 

Die Herleitung anderer Eigenschaften versparen wir, bis durch 
Einführung geeigneter Parameter die Untersuchung vereinfacht werden 
kann. 

§. 19. Parallele FlAchen. Trägt man auf der Normale vom 
Fusspunkt P aus die constaiite Strecke c ab, so ist der Ort des End- 
punkts P' eine Fläche, deren Gleichungen sind: 



x-^-V^'^ y'=y-f-gc; z ^ z-\'rc 



woraus nach (19) 

Sa;' 



8v 



= ^4! + (l+^,c)£ 



^Su 



SB' 



etc. 



etc. 



(76) 
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folglich 

d. h. die Normale der Fläche P ist auch Normale der Fläche P\ 
und heide Flächen hahen den constanten normalen Abstand c, sind 
demnach einander parallel. 

Wendet man jetzt die Formeln (9) auf die Fläche P' an, fttr 
welche die Grössen p^ ^, r noch gelten, so findet man: 



folglich ist 



1+Hc H^c 

Je l + ^jC 



pt\ etc. 
e'= {(l-f Äc)(l+Jic)— Jfiic^}* 



oder nach (50) 

Differentiirt man partiell die Gl. (76) mit Anwendung der For- 
meln (18), so kommt: 

aV hx dx 

d^x' dx . „ SiT 

O X OX OX 

wo gemäss den Definitionsgleichungen (17) E\ F\ G^ die Funda- 
mentalgrössen 2. Ordnung für die Fläche P' sind und der gegen- 
wärtigen Rechnung zufolge die Werte haben: 

a'-JcF+a + J,)G = ^+^ {i-.*. (1^ + ^J 
Ferner ist nach (19), angewandt auf beide Flächen 

8« - ^8„+^»8r -^ du +-"' 9v 

dp ,S« ■ , 8?_ T'^'^MT'^^ 
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dx Bx 

Multiplicirt man erst mit ^ » dann mit r . and addirt jedesmal die 

Analogen, so kommt, mit Anwendung von (23) (25): 

-F= H'(f-'Fc) + H^'(g-Gc) 
_ /r = j' (g — Ec) + Ji'if— Fe) 
-6; = r(f—Fc)+J^Ug--Gc) 

woraus, nach umgekehrter Auflösung: 



\ ~'Qi)\ ""^2/ 

^ \ Qi) \ (>2/ Qi9i 



(79) 



Wendet man jetzt die Gl. (50) auf die Flächen F' und Pan, so 
kommt : 



2^ 

1Q2 



öl ' P«' V Qi) \ qJ 9i Qi \9i Qi) Pi 9i 9iW 

9i 92 \ Pi/ \ 92/ 
oder 

-l-,(l__-\(l_^)=J_ (80) 

Pi 92 \ 9i) \ 92/ 9i 92 

und nach Division beider Gleichungen: 

9i+92 = 9i + Q2 — ^c 

Hiermit verbunden Gl. (80) in der Form 

9i92='{9i — c)(gi-'c) 
giebt: 

Pi'=- Pi — c; P2'= 92— c (^^) 

S. 8. Die Hauptkrümmungsradien paralleler Flächen 
differiren um deren Abstand. 

Femer ist allgemein 
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^= 9i92 



f==9i92 
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f=9i92 



EH\ 
FJ 



I FH 
9 = Qi92\Qj 



(82) 



Wendet man diese Formeln auf die Fläche P' an und schreibt die 
GL (79) wie folgt 



so wird 



J'9iQ2^ J9i92\ ^19192=- '^i9i92 + c 



« = 9i92 



J,F^ 



f 



\H^F' 



-E'c, f'=9i92 



— F'c\ g' = p,p2 



E'H 

F'H\ 
G'J ' 



— JP'c 



-G'c 



das ist nach (78): 

\ 9i92/ ' ^ \9i92/ ^ 



(83) 



§. 20. Coineidenzpunkte der Parameterlinien. Jede von beiden 
Scharen von Parameterlinien kann dreierlei Form haben, entweder 
bestehen sie ohne Durchschnitt neben einander, oder .sie schneiden 
sich in einem variabeln, oder in einem festen Punkte. Der zweite 
Fall bringt Verwickelungen in die Rechnung; das System wird als- 
dann von einer Curve umhüllt, auf deren einer Seite jeder Punkt 2 
Wertsystemen (uv)^ auf deren anderer er keinem Wertsysteme ent- 
spricht. Im dritten Falle braucht man nur den festen Punkt als 
Centrum zu betrachten, von dem die Parameterlinien als Strahlen 
ausgehen ohne es rückwärts zu überschreiten-, dann wird wieder jeder 
Punkt durch ein Wertsystem (uv) vertreten. 

Die Bedingung eines Durchschnitts consccutiver Parameterlinien 
(u) ist, dass für irgend welche Variation von m, v zwei consecutive 
Punkte zusammenfallen, dass also 



ga«+|a. = o; |8«+|a. = o; 



^''Bu-\-^^dv^O 



du 



du 



ist, wo dv nicht null sein darf. Die Gleichungen können entweder 
durch 
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dx ^oy ^ dz dx ^dy dz 

du' du' du 9t7 * 3v dv 


oder durch 









du=^0 



erfüllt werden. Im ersten Falle gelangen die Pararaetcrlinien beider 
Scharen zur Berührung. Solange man also an der Forderung fest- 
hält, dass sich beide Scharen stets schneiden sollen, so hat nur der 
zweite Fall Bedeutung. Die 3 Gleichungen lassen sich in eine zu- 
sammenbegreifen : 

Stellt dieselbe eine Relation zwischen «4, v dar, so drückt diese die 
Einhüllende der Parameterlinien (u) aus. Bestimmt sie hingegen nur 
einen Punkt, was namentlich dann stattfindet, wenn g nur u enthält, 
weil der Punkt (xyz) mit v allein nicht variiren kann, so ist dieser 
das Strahlencentrum. 



II. Besondere Unien nnd liinienfiyfitenie anf Flftelten. 

§. 21. Uebergangr zu neuen Parametern. Sind Uj, v^^ Functionen 
von w, V, und man entwickelt die partiellen Differentialquotienten von 
a;, y, z bezüglich auf %, rj, so erhält man, indem man Wj, v^ als neue 
Parameter betrachtet und die darauf bezüglichen Grössen durch den 
Index 1 unterscheidet, nach Einführung in I. Gl. (3) (17) (9): 

•^"^^^du dv'^^^Kdu dv '^du dvj'^^^du dv l ^^^ 

r-E,pi^ + F,l^p+P^) + o,pfj \ (2) 

^du dv ^ ^ \cu dv * cu dv J ^ ^ du dv [ ^ ' 
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pt = pt^ 



du dv 

du dv 



etc. 



Hiermit ist die Functionsdeterminante und ihre Inverse 





du^ 8w, 
du dv 


t 


du dv 
8wj 8wj 




dv^ Stj 

dtA &r 


^V 


dt£ dv 
dv-i dv^ 


bekannt, und man hat die Inversionsformcln: 


8wj t dv ^ du^ t du 
du ~' *i ^1 ' dv ^ «1 övj 


8t; 
du 


, t d' 


y . dv^ ^ 

jj dv 


t du 
t,du^ 



*1 

t 



(3) 



(4) 



Diese Werte wird man in die Gl. (1) (2) einsetzen, wenn man für 
M, V eine Substitution in w^, v^ ausfühi*en und die alten Fundamental- 
grössen in den neuen darstellen will. Die Hauptanwendung der Gl. 
(1) (2) besteht aber darin, dass sie, wenn Liniensysteme von be- 
stimmter Eigenschaft gesucht werden, die Bedingungen darstellen, auB 
denen man die zugehörigen Parameter Wj, v^^ durch Integration findet, 
so fern diese Eigenschaft durch Werte von Fundamentalgrössen reprä- 
sentirt wird. 

§. 22. Orthogonale Liniensysteme. Nach §. 1. schneiden sich 
die Parameterlinien (u) (v) rechtwinklig, wenn 

/=0 
ist. Gilt dies für alle Punkte der Fläche, so ist das System der 
Parameterliuien ein orthogonales, das Flächenelement ein Recht- 
eck. Wir nennen dann auch die Parameter orthogonal. 

Die wichtigsten Vereinfachungen der in I. aufgestellten Formeln, 
die hier eintreten, sind die folgenden. Man hat: 

1 de dx 1 de dx 
2e du du 2g dv de 

1 de dx , 18/7 dx 



8^ 
8w« 

d^x 

du dv 



': + J'^ 



8^x 

CV^ 



2edvdu'^2gdudv'^^^ 

1 8ör8« 1^ ^dx 

2edudu'^2gdvdD~^^^ 



(5) 
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dp Ecx Fdx 



/ (6) 

dp 



(8) 



dp _ Ecx^Fdx \ 
du e du g dv \ 

dp Fdx^_^Gdx l 

dv e du g dv ] 

Die Beziehungen zwischen rechtwinklig sich kreuzenden Normal- 
schnitten und ihren Krümmungen sind: 

6+<7R'=0 (9) 

i + \ = "^ + ^ (10) 

Die Hauptkrtimmungen und deren Richtungen werden bestimmt bzhw. 
durch die Gleichungen: 

f»'+(f-7>-r-'' w 

Will man von beliebigen Parametern m^, v^ zu orthogonalen Para- 
metern tibergehen, so kann man, da sich nicht beide durch eine Be- 
dingung bestimmen, die eine Parameterlinienschar (u) beliebig an- 
nehmen; dann wird nach (1) der rechtwinklige Schnitt der andern 
(v) durch die Bedingung bestimmt: 

dui du^ /du^ dvj^ ^^ dv^ duA ^^ dv^ dvj^ 

^^ du dv +-^1 \du ä^ + du ~cv) '^^^düd^ ^^ 
oder nach (4): 

(du du\dv /du du\ dv 

"^8^1 "^1 ~dVjdv\ ~ y^dv^ "" ^^düj d^^^^ 

welche die Integration der Gleichung 
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erfordert. Ist ihr Integral 

<jp(mi, z7jl) = const. 
80 ist 

V = cp(u^ , Vi) 

§. 23. Krümmangsliiiieii. Krümmuugslinie heisst auf einer 
Fläche eine Linie, deren Tangente in jedem Punkte Hauptkrümmungs- 
tangente ist. Es wird dazu die Existenz zweier Hauptkrtimmungs- 
richtungen vorausgesetzt. Fehleu dieselben für einen Punkt, wie z. B. 
in einem Nabelpunkt, so lässt sich dieser noch als Endpunkt der- 
jenigen Krümmungsliuien betrachten, welche in unendlicher Nähe die 
Richtung nach ihm hin verfolgen. Abgesehen von diesen Endpunkten 
schneiden sich in jedem Punkte der Fläche 2 Krümmungslinien recht- 
winklig. Demnach besteht das System der Krümmungslinien einer 
Fläche aus 2 Scharen, deren eine von den Normalschnitten grösster, 
die andere kleinster Krümmung berührt wird. Zwei Linien derselben 
Schar können sich nicht schneiden, ebensowenig eine sich selbst. Ein 
stetiger üebergang von Linien einer Schar in die andere ist nur durch 
das Gleichwerden beider Hauptkrümmungen möglich, kann also nur 
in Nabelpunkten stattfinden. 

Nach I. Gl. (38) ist die Bedingung einer Krümmungslinie: 

GE 



\EF\ 
\ef\ 



9^ 



dv . FG Idv 
du 



^zm-" 



Hieraus ergeben sich 2 Werte von ^. welche den 2 Scharen ent- 
sprechen. 

§. 24. System der Krttmmungrslinien. Sollen die Parameter- 
linien selbst Krümmungslinien sein, so muss die Gl. (13) durch S?;=0 
und durch 8^4 =0 erfüllt werden, aber nicht durch jeden andern Wert. 
Folglich ist hier 



EF, 

1 ef I ' 



FG\ ^ I GE 
f9\ \ 9^ 



?o 



Dies ergiebt: 

Betrachten wir zunächst die unmittelbaren Vereinfachungen, welche 
eintreten, wenn w, v Parameter der Krümmungslinien sind, so wird 
die Krümmung eines Normalschnitts: 

1 ^Edu^+Gdv^ 
das ist bzhw. für ein constantes v und ein constantes w: 
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1=^. ^=^ (15) 

Für beliebig bewegte Normale wird die Gleichung des Drehungswinkels 
8v^ = <^M^ + i^?^^ (16, 

die Ricbtungscosinus der momentanen Botationsaxe 

ö : etc. 

die Gleitung der Normale längs derselben 

E\8udv 



»«=(!-!) 1^ 



(17) 



(18) 



(19) 



Der Torsions Winkel einer beliebigen Gurre « 
also der einer Krttmmnngslinie 

^=- e 

Von den Differentialformeln §. 22. sind hier bemerkenswert: 

dp E dx 1 dx 

du e 8u Qi du 

dp G dx _^ 1 dx 

dv g dv Q%dv 

sofern daraus folgt, dass längs den Erümmungslinien 

dpidqidr = dxidyidz (20) 

ist Diese Eigenschaft ist hinreichend um eine Linie als Krümmungs- 
linie zu bestimmen. Denn, setzt man nur voraus, dass 

dp dx , dq dy ^ dz dz 

Q~=«iö~» Q~=^^Q~^ Q'^^^'^Ö^ 

ou cu ou ou ou ou 

sei, so erhält man nach I. Gl. (19): 

dx dx 

nebst analogen Gleichungen für y und z, woraus: 

ffif = (m—H)e; H^g = (m— H)f 
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oder nach I. Gl. (23): 

£ = me; F-= mf 

Nimmt man jetzt den Parameter v, über den noch zu verfügen bleibt, 
orthogonal zu w, so folgt: 

was zu beweisen war. 

Die Relationen zwischen den Fundamentalgrösscn reduciren sich auf 

2-f=(^+^)^ 2f=ß+^),^^ (22) 

Cv \e ^ g ) Cv du \e ^ g J du 

Hieraus ergeben sich 2 nützliche Formeln. Infolge der Gl. (15) ist 

E\dv Edv) 



6^1 de 1 fde e d. 
dv dv F 
das ist nach (22): 



gAde 

^dv 



dv 2E\ gEJdv 2Ey qJ( 
und analog: ) (23) 

du 2Gy eGJdu iÖy gj du 

Wie schon in §. 14. bemerkt, hat die Normale, bei Variation in 
einer Hauptkrümmungsrichtung, und bei keiner andern, wofern sie 
sich nicht parallel bleibt, einen Coincidenzpunkt; demnach erzengt 
sie bei Variation längs einer Krümmungslinie, und bei keiner andern, 
eine abwickelbare Fläche. Auch diese Eigenschaft kann als Definition 
dienen. 

Will man von beliebigen Parametern Wj|, v^ zu Parametern der 
Krümraungslinien ?/, v übergehen, so findet man diese durch Integration 
der zweiten Gl. (1) und der zweiten Gl. (2), wo die linke Seite 
null ist. 

§. 25. Ableitung des Krttmmuiigsliiiiensystemes aus der Indi- 
eatrix. Die Aufgabe ein Krümmungsliniensystem zu finden ist leichter, 
wenn nicht die Fläche, sondern die Indicatrix der Normale (s. §. 11.) 
gegeben ist. Nach Gl. (19) ist 

dx dp^ dx dp 

du'^'^^'du' dv-'-^^dv (^^) 
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woraus: 



und analog y und z. Hiernach sind die Gleichungen der Fläche be- 
kannt, sobald Q^ und q^ gefunden sind, vorausgesetzt dass p, ^, r 
in orthogonalen Parametern w, v gegeben sind. 

Eliminirt man x zwischen den Gl. (24), so kommt: 

nebst 2 Analogen für q und r, deren jede die Folge der beiden übrigen 
ist, so dass man durch Verbindung nur die 2 unabhängigen erhält: 

^.^ = -(.x-.,)^^= ^.ä = (^.-^.)'^ (26) 



WO 



^■=(l)'+®)'+e)- 



bekannte Grössen sind. Eliminirt man einzeln p^ ^^^^ Pi? so kommt: 

82p, 8pi 8log^ _ ?& 1 1 S^i 
8ti 8v ' öw 8v 8v 8«* °i2ijR2 8ü 

(27) 
8^P2 , 8p2 SlogjRg ^5^8, 8ig2 

8t*8i?~'~8t? 8w 8«A dv ^R^E^du 

Hat man durch Integration einer von beiden Gleichungen p, oder q2 
gefunden, so ergiebt sich bzhw. g^ oder g^ ohne neue Integration aus 
GL (26), und dann ist durch (25) die Fläche in Parametern der 
Krümmungslinien dargestellt. Da die allgemeine Lösung 2 willkür- 
liche Functionen einer Variabein enthält, so ergiebt sie eine* Classe 
von Flächen, welche durch gemeinsame Indicatrix charakterisirt ist. 
In analoger Weise ergab sich in der Curventheorie aus der specifi- 
schen Gleichung, d. i. aus einer Eelation zwischen 2 Indicatricen, eine 
Classe von Curven. Im gegenwärtigen Falle werden die Dimensionen, 
welche bei d&tk Curven ganz beliebis angefügt wurden, durch die 
Krümmungaradieu g^y pg eingeführt 

§. 26. Orthogronale Fläehensystf^we« Ist in jedem Punkte der 
Schnittlinie zweier Flächen der Winkel zwischen den Normalen beider 
ein rechter, so heissen die Flächen orthogonal. Schneidet nun eine 
Flächenschar eine andre, und ist jede Fläche der einen Schar mit 
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jeder Fläche der andern orthogonal, so bilden beide Scharen ein 
einfach orthogonales Flächensystem. Drei einander schnei- 
dende Scharen von Flächen bilden ein dreifach orthogonales 
Plächensystem, wenn je zwei von ihnen ein einfaches bilden, wenn 
Also in jedem Schnittpunkte die Normalen der 3 sich schneidenden 
Flächen normal zu einander sind. 

Variirt nun ein Punkt {xyz) mit 3 Parametern m, v, w?, so ist er 
der Schnittpunkt der 3 Flächen u = const. , » = const. , w = const, 
sowie der Schnittpunkt der 3 Parameterlinien (w), (v), (mO, d. i. der 
Schnittlinien jener 3 Flächen, Linien in welchen bzhw. (v, «?), (w?, t*), 
(t*, v) constant sind. Die auf die 3 Flächen bezüglichen Bestimmungs- 
grössen mögen durch dieselben Buchstaben mit den Indices 1, 2, 3 
i)ezeichnet sein. 

Wir nehmen zuerst an, dass die 3 Flächenscharen, welche von 
4en genannten 3 Flächen bei Variation von bzhw. w, v, w durch- 
laufen werden, ein dreifach orthogonales System bilden. Die posi- 
liiven Richtungen der Normalen seien denen der «, y, z congruent 
^gewählt, so dass 

Pi P% Pü 

*lt 9i 9lü = + 1 

ri r^ rg 

wird; dann giebt eine dreifache Entwickelung der folgenden Deter- 
jninante: 



X = 



dx dx dx 
3tt dv div 

8y 9y 3y 

du Sv dw 

dz dz dz 
du dv dw 



( dx 8y dx\ 

V^du+^^du +''^dun 

( dx dy dz\ 

V^dv+^^dv -^"^^dvY^ 

(dx . dy . dz\ 



:iind man hat: 



dy 



dz 



^^8u + ^^8t* + ''^aa*^ii 

dx dy dz 

P^du + ^^du + '^^du^^ 

dx dy 8« 

^8i + «»8;. + ''»8i-^ 
voraus, mit nachfolgender Anwendung der Analogie: 



3* 
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dx np^ 
du ti 


dy x^i. 

du - t^ ' 


dz K 1\ 

du'^ «1 . 


dx %p^ 

dv- t^' 


dy «^2. 
dv ^ 


dz xrg 

de ~ «2 


dx __ TtpQ 

dw U 


dw U ' 


dz xrg 
dw ■" U 



(28) 



und nach Verbindung: 

' /i = 0; /2=0: /•3 = (29) 

und nach partieller Differentiation: 

d^_ d^x dx^ d^y dy dh dz 
du dudv dw "■" du dv -dw * du de dw 
dx d^x dy d^y dz dh 

'So dwdu'^ dv dwdu~^ dv dwdu 

nebst 2 analogen Gleichungen, durch deren Verbindung hervorgeht: 

^ _ §A , ?^2 , ??^ ^ 2 1"— - ""- + ^ --^- + ^ ^^\ 
8w •" 6ü •" dw \du dv dw ' du de dw "■" du dv dw) 

Setzt man die Werte (28) ein, so kommt (mit Hinzufügung der 2: 
analogen Resultate): 

Fi = 0; i^2 = 0; ^3 = 

Dies in Verbindung mit (29) zeigt, dass die Parameterlinien '(w), (c)^ 
{w) sämmtlich Krümmungslinien, und zwar auf je beiden Flächen,, 
die sich darin treffen, sind. Wir haben den Satz: 

S. 9. Die, ein dreifach orthogonales System bilden-^ 
den 3 Flächenscharen schneiden sich gegenseitig in ihren 
Krümmungslinien. 

Wir sehen jetzt von der ersten Flächenschar ab und nehmen an^ 
dass die Flächen v = const. und w = const. ein einfach orthogonales 
System bilden, wählen aber auf ersteren die Parameter w, w, auf 
letzteren m, v orthogonal, während die Parameterlinie (u) beiden ge- 
meinsam bleibt. Erstere Bedingung ist ausgedrückt durch 

i'2/'3 + 32^3 + ^2^3 = (31) 

letztere durch 

/•2 = 0; /3 = 

Die Tangenten der Parameterlinien (v) und (w) fallen dann bzhw. 
zusammen mit den Normalen der Flächen v == const. und w = const.. 
d. h. es ist: 
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dx Sy dz 

ox tiy Bz l 



\ 



woraus nach (31): 



dx dx ^.dy dy dz dz 
de div "■" du dw ~^ de dw 



Die Differentiation dieser Gleichung nach u ergab oben GL (30). 
1/V^endet man auf sie die Proportionen (32) an, so erhält man: 

MF^+NF^ = 
wo 

1 Sa- 1 dx 

M = A- - : ^ = — Q- 

gesetzt ist. Diese Gleichung zeigt, dass Fg und Fq nur gleichzeitig 
verschwinden können, und man hat den Satz: 

S. 10. Ist die Schnittlinie eines einfach orthogonalen 
Tlächensystems Krümmungslinie auf der einen Flächen- 
schar, so ist sie es auch auf der andern. 

Sind ferner a, Z>, c die Richtungscosinus der Tangente der Para- 
üieterlinie (w), so ist 



a 


Bx 


* = ^at*' 


c = 


4 


daher 












6«? 




dk dx 
diu du 




dxda 
dv dw 


B>/ ?b 
"•"Sp Bw 


82;8c__ 
~^ dcdw ~~ 


NhF^ 


+r.'. 



das ist =0, wenn die Parameter orthogonal und F^=Q ist. Ebenso 
hat man: 

dx da dy db dz de 

dv7 de dw dv dw dv 

Sofern beide Grössen null einander gleich sind, ist nach §. 15. die 
Bedingung erfüllt, unter welcher die Tangenten an die Parameter- 
linien (u) Normalen einer Fläche sind, und man hat den Satz: 

S. 11. Wird eine Flächenschar von einer andern 
längs ihrer Krümmungslinien orthogonal geschnitten 
so lassen sich beide von einer dritten Flächenschar 
orthogonal schneiden. 
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§. 27. Mittelpnnktsfläehen in Beziehungr zn den Sjümmnngrs-^ 
linien. Differentiirt man die Gleichungen der ersten Mittelpunkts- 
fl&che (§. 18.) partiell nach den Formeln (5) und (19), so kommt: 



du du ^^ de 



(-ä(»+i?Ä) <''> 



8% _^ 1 doi dx ö^pi • 
Su^ Pi du du ~^ du^ ^ f 



dudü 



1 8pi dx 

Q2 du de "^ dudv 



, - Pi 



'\ 



(34> 



8»« 



wo C", C" nicht in Anwendung kommen. Hieraus ergiebt sich: 



-=t{^-'^ 



« ÖD 



ac 






nebst 2 analogen Gleichnngen, denen zufolge 



(35) 



i_ a« 

^1 "" V c du' 



3i = — 



y e 8m' 



1^8« 

■^ edu 



Die Fundamentalgrössen der Mittelpunktsfläche werden ihrer Definition 
gemäss : 



(36) 



. ^(^h\^. ^_^_?i/i Pi\A.^^ _??i??l ^ 

^ ~ \8m;/ ' -^1-8^ \^"~ej2i;8ü ""8^ 8ü ( 

>.-(-Ö'!'+(Ä»fj=(l')'+.(x-s)-.i 

^ ^x 8m ' ^ ' ^ 2ye8M \ Q%) 

Die Richtungscosinus der Tangente der Parameterlinie (u) auf der 
Mittelpunktsfläche sind: 

1 dx^ 1 8^1 1 &i ^ 

ye^du ^' -y e^du ** ^» y«, 8w 

Dies längs derselben Linie s^ differentiirt giebt: 
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8 1 ^ _ 1 dx ye 

du y Ol du g^du Qi 

Diese Gleichung zeigt, dass die Hauptnormale von s^ mit der Flächen* 
normale zusammenfällt. Hieraus folgt, dass die Binormale von «^ 
der Tangente der Parameterlinie (i?) parallel, und die Krümmung 
von «1 die des berührenden Normalschnittes ist. 

Femer ist 

^*i = yej^du = K-^ du also 

8^ = ßj-f-const. (38) 

Man kann daher die Gleichungen der ersten Mittelpunktsfläche (§. 18.) 
auch schreiben: 

X = x-i — (äj — const.) ^ ; etc. 

Demzufolge ist die Krüramungslinie (u) die Evolvente der Curve s^ 
Die Hauptresultate sind folgende. 

S. 12. Jeder Krümmuugslinie auf der ürfläche ent- 
spricht ihre Evolute auf der zugehörigen Mittelpunkts- 
fläehe. 

S. 13. Die Tangente der Krümmungslinie ist parallel 
der Normale der Mittelpunktsfläche, die ihrer Evolute 
parallel der Normale der ürfläche. 

S. 14. Die Hauptnormale der Evolute ist Normale 
der Mittelpunktsfläche. 

§. 28. Asymptotische Linien. Durch jeden Punkt einer negativ 
gekrümmten Fläche gehen 2 Normalschnitte, deren Krümmung in 
diesem Punkte null ist. Asymptotische Linien heissen dann 
diejenigen Linien auf der Fläche, welche in jedem Punkte einen Nor- 
malschnitt von Nullkrümmung berühren. Hiernach schneiden sich in 
jedem Punkte der negativ gekrümmten Fläche 2 asymptotische Linien. 

Wendet man den Meusnier'schen Satz, nach welchem 

Q- COS = - 
08 Q 

ist, auf die asymptotischen Linien an, so ist hier -, folglich ent- 

dr 
weder ö- oder cos® durchweg null, das heisst: 
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S. 15. Eine asymptotische Linie ist entweder gerade, 
oder ihre Hauptnormale, mithin auch ihre Schmiegungs- 
ebene berühren die Fläche. 

Die Bedingung einer asymptotischen Linie ist zufolge I. Gl. (62) : 

Edu^ + 2FdudD-{-Gdc^ = (39) 

Sollen die Parameterlinien (t*), (p) asymptotische Linien sein, so 
wird die Bedingung 

^^ = 0, G = 

Demnach treten in manchen Formeln grosse Vereinfachungen ein. 
Insbesondere gehen in §. 5. 6. die Gl. (19) (27) (28) über in 

Sp F ( dx dx\ dp F ( dx dx\ 

Die Krümmung eines Normalscbnitts wird 

die Summe der Krümmungen zweier sich rechtwinklig schneidenden 
Normalschnitte 

das Product der Hauptkrümmungen 

J _F^ 

die einzelnen Hauptkrümmnngen 



(41) 



(44) 



:. = ^^.--^ \r-^^'' 



die Hauptkrümmungsrichtungen 



yeöw = y^f^n; -^ edu = — -^ gdt (46) 



et) 



Die Beziehung zwischen conjugirten Tangenten, für welche ^ einzeln 
die Werte h und h' hat, ist hier 
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Der Drehungswinkel v der Normale bei beliebiger Variation wird hier 
bestimmt durch 

S»^'^ = ^2 (edu^— 2fdudv+gdv^) (47) 

ihr Drehpunktsabstand vom Punkte (xyz) ist 

2 fdudc 

^~ Fedu^- 2fdudv'\- gdt^ ^^^^ 

ihre Gleitung längs der momentanen Rotationsaxe , deren Richtung 
durch dt = ^hdu ausgedrückt wird, oder der kürzeste Abstand con- 
secutiver Normalen ist 

■Vedu^—2fdudv-\-gdv^ 
Der Torsionswinkel einer Curve s wird hier 

f*F edu^—gdv^ 



d'= 8 



rFedu^-gdv^ 



Die asymptotischen Linien werden am leichtesten aus den Krüm- 
mungslinien, und diese am leichtesten aus jenen gefunden. Bezeichnet 
der Index 1 die Zugehörigkeit zu den Krtimmungslinien, so ist in den 
Gl. (2) E = 0\ 6r = 0; Fj = zu setzen-, man hat also zunächst: 

-.(l?)'+<^.©T-o,..(|-.)-+«.(|.:..)--o 

; (51) 

was auf die Gl. (39) führt, die hier lautet: 

Wendet man statt dessen die Gl. (2) mit vertauschten Parametern 
an, so lauten sie: 

(52) 



2Frr- K— = £, ; 2Fk- w- = Gl 



du öp Sv du 
du^ dvi "• 9% 9pi 
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§. 29. Kttrzeste Linien. Ist s eine variabelc Verbindungslinie 
zweier festen Punkte auf der Fläche, und bezeichnet ös die Variation 
ihrer Länge, so nimmt die Länge von irgend einem momentanen 
Werte s an momentan zu oder ab, jonachdem ös positiv oder negativ 
ist. Bei derselben Variation in umgekehrtem Verlaufe muss also 
bzhw. 8 von demselben momentanen Werte an momentan ab- oder 
zunehmen. Solange daher ös positiv oder negativ ist, kann s in 
entgegengesetztem Sinne variiren, mithin ist der momentane Wert 
nicht der kleinste. Folglich ist notwendige Bedingung einer kürzesten 
Verbinduug zweier Punkte: 

ös==0 

Stellt man s als Integral zwischen constanten Grenzen dar, so lautet 
die Gleichung: 

Öfd8=^föd8 = 

Aus der Gleichung ds^ = dx^-\-dy^-}-dz^ findet man: 

dsöds = dxödx-\-c^i/ödi/-\-dzödz 
Ausserdem hat man: 

+ i^^''+ds^^'^+Ts^^' 

Integrirt man dies zwischen den Endpunkten von », so verschwindet 
das Integral der Linken, weil ar, y^ z in den Endpunkten unveränder- 
lich sind, desgleichen das Integral der Summe der 3 letzten Terme, 
d. i. der Grösse öds der Bedingung gemäss, und es bleibt: 

Die Bedingung, unter der die Linie auf der Fläche liegt, lautet: 

pöx-\-qöy'-\-röz == 

Multiplicirt man sie mit A9«, integrirt zwischen denselben Grenzen 
und subtrahirt von der vorigen Gleichung, so kommt : 

Macht man einen der 3 binomischen Ooefficieuten, z. B. den von 8z 
durch Bestimmung von k zu null, so enthält das Integral nur die 2 
unabhängig variabelen öx^ öy ; damit es also bei jeder Variation ver- 
schwinde, muss 
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a^2 —^P\ g,2 =^a\ g^2= ^r 

sein. Da die linken Seiten sich verhalten wie die Richtungscosinus 
der Hauptnormale von «, so hat man den Satz 

S. 16. Die Hauptnormale einer kürzesten Linie fällt 
zusammen mit der Normale der Fläche. 

Offenbar ist jedes Stück einer kürzesten Linie auch kürzeste Linie 
zwischen seinen Endpunkten; folglich ist die Eigenschaft einer Kürze- 
sten unabhängig von den Endpunkten. 

Ferner bestimmt die Eigenschaft S. 16. eine Classe von Curven 
auf der Fläche. Denn diesem Satze zufolge sind die Richtungscosinus 
der Hauptnormale g gebene Functionen von (w, t?), also bleibt nach 
Elimination von m, v eine Relation zwischen ihnen übrig. In der 
Curventheorie (Bd. 56. S. 59. Aufg. 3.) ist gezeigt, dass durch eine 
solche eine Schar von Curven bestimmt wird, deren jede eine beson- 
dere Tangente hat. Ist also ein Punkt und in diesem die Tangential- 
richtung gegeben, so ist die Curve bestimmt. 

Wir betrachten nun die Kürzesten als definirt durch die Eigen- 
schaft S. 16., dann gehen durch jeden Punkt der Fläche Kürzeste in 
allen Tangentialrichtungen. Dies gestattet einige unmittelbare An- 
wendungen auf das Frühere. 

Der in §. 7. eingeführte Winkel S ist bei einer Kürzesten null 5 
daher ist ihre Krümmung gleich der des berührenden Normalschnitts, 
ihre Schmiegungsebene dessen Ebene, ihre Binormale Tangente der 
Fläche. 

Nach S. 14. entspricht einer Krümmungslinie auf der zugehörigen 
Mittelpunktsfläche eine Linie von der Eigenschaft S. 16. Wir können 
daher jenen Satz so aussprechen: 

S. 16. Die Evolute der Krümraungslinie ist Kürzeste 
auf der zugehörigen Mittelpunktsfläche. 

§. 30. Orthogonal geodätische Liniensysteme. Es seien jetzt 
die Parameterlinien (w) eine beliebige Schar Kürzester; dann ist die 
Bedingung : 

8t \iu da) ^ P ' diXduds) ^^' SrVdu 8«/ — "^ 
wo T den Krümmungswinkel bezeichnet, oder, da v constant ist: 
8 /Sx du\ du 
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C^x du du ex Cn d Cu 

du^ ds fr'" du CT cu ds ^^ 

Bx 
Multiplicirt man mit ^r- so ist die Samme der 3 Analogen: 



\du * dv) c. 



cu , C cu ^ 

CS ^ cu Cs 



Wird nun die Schar der Kürzesten Ton den Parameterlinien (r) recht- 

winklig geschnitten, ist also /* = 0, so erhalt man, weil ^- nicht nnll 
sein kann: 



dv 



folglich ist e Function Yon u allein. Man kann nun für ^u snbsti- 
Ird 



tuiren -/ : dann wird 



und der neue Wert von e ist 1, also 

und die Gleichung für das Linienelement lautet: 

ds^' = du^+t^dv^ 

Die Elemente der Parameterlinien («*), (r) sind hiemach du und td%i\ 
diese sind die Seiten des rechteckigen Flächenelements tdudv. 

Ein Stück der Parameterlinie {u) zwischen u = w^ und «i ist also 

f du = Uj — Mq 

t«„ 

Lässt man diese Linien bei constanten mo und u^ mit v variiren, so 
bleibt ihre Länge constant, während ihre Endpunkte auf 2 Parameter- 
linien (v) fortrücken, und misst deren kürzesten normalen Abstand 
auf der Fläche. Demnach sind die Linien (t;), welche die Kürzesten 
(u) rechtwinklig schneiden, Linien constanten normalen Abstands, und 
heissen als solche geodätische Parallelen. Das System beider 
Scharen nennen wir ein orthogonal geodätisches und ebenso 
die Parameter. 

Setzt man bei Annahme orthogonal geodätischer Parameter w, v 

stets 

e = l; /-^O; g =^ t^ 

80 werden die Formeln von §. 22. 
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d^x ^ d^x Idt dx \ 

du^ = ^'^ dudv^'tdudv+^P I 

> 

dv^ du 9w ' t dv di)~^ ^ ) 



(53) 



dp dx Fdx 
du-'^'^du^t^dv 


\ 


dp dx Gdx 


> 


dv'^ du t'^ dv 


) 


KG-F^^-^% 




dE dF Fdt 




dv du~ t du 





dG_^dF_ / , G^\ö* _^^« 

du dv ~~ \^ '^ t ) du t dv 

Der Torsionswinkel einer Kürzesten wird: 

u,^~t^dv^)-{-(G — tmdudv 



(54) 



(55) 



(56) 



^^J-Fidu^ 



tVdu^+t^dv^ 

der Torsionswinkel der Parameterlinie (u): 



(57) 



/Fdu 
-r (58) 



t 



§. 31. Bifferentialgrleichungr der Kttrzesten. Die Parameter 
seien orthogonal geodätisch. Für eine beliebige Kürzeste s sei 

dv 



g = Ä;; dann ist 




dx dx 
dx Sw""" dv 
8« ~ Vf + f^Tc^ 


oder, wenn man 




«Ä: = tgjLt 


setzt: 








dx 
da 


dx , So; sin ti 



Dies nochmals längs s differentiirt giebt mit Anwendung der For- 
meln (53) : 
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S^aj <p ^ ^ ^ ^ ^(Idtdx ^ ^ \smficosfi 

er 



*'x p ^ « , « /l 5* Sa: , _ \ Sil 



. ( dt hx , Idt dx . ^ \ siii*^ dxhu , . Bx c /sin fi\ 

cx 
Multiplicirt man mit p- und addirt die Analogen, so kommt nach 

Division durch sin^: 

^^IL =_»'* (59) 

sm}i t du ^ 

Dieselbe Gieicbung erhält man auch bei Anwendung des Multiplicators 

Bx 

g-- Der Multiplicator p giebt nur die allgemein gültige Gleichung 

I. (31). Folglich vertritt die Gl. (59) alle Bestimmungen. Ihre An- 
wendung setzt die Kenntniss einer speciellen Schar Ktlrzester voraus ; 
durch ihre Integration findet man das vollständige System aller Kür- 
zesten auf der Fläche. 

§. 82. Geodätische Polarcoordinaten. Orthogonal geodätische 
Liniensysteme können dreierlei Form haben, jenachdem die Schar 
der Kürzesten ohne Durchschnitt neben einander besteht, oder von 
einer Curve eingehüllt wird, oder von einem festen Punkte ausgeht. 
Die Bedingung der 2 letzten Fälle ist nach §. 20., dass g^ oder hier «, 
bzhw. längs einer Curve oder in einem Punkte verschwindet . Im 
letzten Falle verschwindet t unabhängig von v, also für einen con- 
stanten Wert u = c und, nach Substitution von u-\-c für m, für w =0. 
Ist letztere Anordnung getroffen, so drückt u den kürzesten Abstand 
eines beliebigen Punkts vom festen Punkte längs der Fläche, d. i. den 
geodätischen Radiusvector des erstem aus. Der Winkel, den 
ein variabeler Radiusvector mit einem festen bildet, ist dann Function 
von v, lässt sich daher selbst zum Parameter v nehmen. Die Para- 
meterlinien (t?) werden concentrische geodätische Kreise mit dem 
Radius u. Die Länge eines solchen Kreisbogens ist =ftdv\ für un- 
endlich kleinen Radius, wo der Kreis eben wird, muss er aber =fudv 
sein. Folglich ist die Bedingung, unter der v jenen Winkel, d. i. das 
geodätische Azimut, darstellt: 

lim^ = l (60) 

und das Verfahren bei Ermittelung des Parameters folgendes. Man 
berechne für verschwindendes u 

t 
fiv) = lim - und 
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dann entspricht den Parametern m, v' der Wert 

daher ist 

hm = -; lim- = 1 

folglich ist V der gesuchte Parameter. 

§. 33. Conforme Abbildung der Flttchen auf der Ebene. Eine 
Pläche wird als Abbildung einer andern betrachtet, wenn man nach 
irgend einem Gesetze jedem Punkte der einen einen bestimmten Punkt 
der andern entsprechen lässt. Die entsprechenden Punkte und die 
von ihnen entsprechend erzeugten Linien heissen dann die Abbil- 
dungen von einander. So ist z. B. die Indicatrix der Normale die 
Abbildung derjenigen Curve auf der Kugel, welche der Fusspunkt 
durchläuft; das Gesetz ist hier die gleiche Richtung der Normalen. 
Analytisch ausgedrückt wird die Abbildung, indem man beide Flächen 
in denselben Parametern darstellt, so dass die Punkte {uv) sich auf 
beiden entsprechen. 

Das Gesetz der conformen Abbildung ist die Aehnlichkeit 
der Flächenelemente. Alle Elemente der einen Fläche sind den ent- 
sprechenden der andern ähnlich, wenn die von jedem Punkte aus- 
gehenden Liuienelemente 

auf der einen den entsprechenden 

auf der andern proportional sind, wenn also 

eifig seifig' 
ist. 

Das Problem der conformen Abbildung besteht also ursprünglich 
in folgendem. Zwei Flächen, Q> und <2>", sind jede in besondern 
Parametern (m, v) und (w", v") gegeben, wodurch (c,/, g) und (e", 
/"? 9") bekannt sind. Die Parameter der einen, welcher man will, 
z. B. t«, t;, kann man beibehalten. Dann soll man gemäss den Gl. (1), 
angewandt auf ^", von den Parametern (i*", v") auf die Parameter 
(w', v^) übergehen, wo 

«' = me ; /' = mf\ g = mg (61) 

zu setzen ist, so dass nach Elimination von m zwei Differential- 
gleichungen zur Bestimmung von u\ v' als Functionen von u*\ v" zu 
integriren bleiben. Ist dies geschehen, so hat man: 
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Das Problem lässt sich aber in 2 einfachere zerlegen. Man 
kann erst die Fläche O auf der Ebene, dann diese auf der Fläche 
0^' abbilden. Da überdies ein Parameterpar willkürlich ist, so nehmen 
wir auf der Ebene cartesische Coordinaten w, v zu Parametern. Dann 
handelt es sich nur noch um folgendes Problem. Eine Fläche ist in 
beliebigen Parametern gegeben ; man soll diejenigen Parameter finden, 
welche bei conformer Abbildung auf der Ebene in cartesische Coor- 
dinaten übergehen. Den cartesischen Coordinaten als Parameter der 
Ebene entsprechen die Fundamentalgrössen 

daher ist nach (61) die Bedingung: 

e = g', /• = 

Hiermit sind wir zu einem neuen Liniensystem gelangt, das wir 
abkürzend das Abbildungsliniensystem nennen können. Die 
Parameter heissen dann Abbildungsparameter. Dabei ist jedoch 
zu bemerken, dass die das System bildenden Linien, jede für sich, 
ganz beliebige Linien sind, und nur ihr System die besondere Eigen- 
schaft besitzt. Das System ist bestimmt, sobald man auf der Fläche 
2 sich rechtwinklig schneidende, sonst beliebige Linien als erste Para- 
meterlinien angenommen hat. 

Die Formeln von §. 22. gehen hier, wo das Linienelement 

ds = tVBv^+^c^ 
ist, in folgende über: 

t = e = g 

8v^ ~ 2^"" dudn'^ de de) "^ ^^ 

} (63) 

.<.«-^,+r:.+^-H(iy+(i)i-» <- 
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Bd du~ '2t du I 

\ (65) 

du 



du 2t du I 



Ein besonderer Fall der conformeii Abbildung ist die Abwicke- 
lung; hier sind die ähnlichen Flächenelemente congruent. 



III. Besondere Arten von Fläclien. 

§. 34. Abwickelbare Flächen. Im folgenden soll von Flächen 
gehandelt werden, die auf Ebenen abwickelbar sind. Man nennt 
solche gewöhnlich schlechthin abwickelbare Flächen. 

Betrachtet man die Ebene der acy als die Fläche, auf welcher 
die Abwickelung geschieht, und nimmt die cartesischen Coordinaten 
05 = M, y = t> zu Parametern, so wird 

8^2 _ dx^ + dy^ == du^ + dc^ 
also 

e = i; f=.0', g = V, t = l (1) 

92a? d^x d^x 
Fernerwerden auf jener Ebene ^ ^ ~^"^'' ^5 2' ^^^* ^^^^ daher 

j^; = 0; F=0; G = 
woraus : 

EG — F^=0 (2) 

Nach §. 17. müssen die Gl. (1) (2) auch für die auf der Ebene ab- 
wickelbaren Flächen gelten; folglich ist hier 

1 EG-F^ 



9i92 t^ 







Hiernach ist immer eine von beiden Hauptkrümmnngen null; wir 
setzen : 

9i 

Ist aber die Krümmung eines Normalschnitts null, so ist es nach 
§. 7. auch die Krümmung jeder denselben berührenden Curve, in 
unserm Falle also auch die Krümmung der ersten Krümmungslinie, 
und zwar in ihrer ganzen Ausdehnung, weil GL (2) für alle Punkte 
gilt; d. h. die erste Krümmungslinie ist gerade, und man hat den Satz: 

S. 18. Jede Abwickelbar© wird von einer Geraden 
erzeugt, und diese ist Krümmungslinie auf ihr. 

4 
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Ferner hat eine Normale, welche längs einer Krümmungslinie 
gleitet, nacü §. 25. entweder constante Richtung oder einen Coincidenz- 
punkt. Das letztere ist bei der geraden Krümmungslinie nicht mög- 
lich, weil sie selbst den kürzesten Abstand der conseöutiven Normalen 
misst. Folglich ist die Richtung der Normale constant. Hieraus folgt 
weiter, dass die Fläche längs der geraden Krümmungslinie eine einzige 
Berührungsebene hat. Variirt dann der Punkt (xyz) transversal, so 
kann die Berührungsebeue nur um die gerade Krümmungslinie rotiren ; 
diese bildet dann ihre Coincidenzlinie und hat entweder constante 
Richtung oder einen Coincidenzpunkt. In beiden Fällen ist die ür- 
fläche Einhüllende einer mit einem Parameter variirenden Ebene, 
und zwar kann sie als solche dreierlei Form haben: jenachdem die 
gerade Krümmungslinie constante Richtung oder einen festen oder 
einen variabeln Coincidenzpunkt hat, ist die Fläche cylindrisch, konisch 
oder Tangentenfläche. 

§. 35. Tangentenfläclie. Die Gerade 

X = a-\-au\ y = ß-\-bu\ z = y-^-cu (3) 

variire mit r; dann hat sie einen Coincidenzpunkt, wenn 

\ a da da 

U cb dß\=0 

c cc dy \ 

ist. Wenn wie wir annehmen nicht a, h^ c constant sind, so ist die 
Gleichung identisch mit den dreien: 

woraus : 

dx 8wC ÖA 8a 

g^ = a; g^ = ag- + (^+»)g-; etc. (4) 

Sind a, i, c die Richtungscosinns der Geraden, so findet mau nach I. 
Gl. (3): 

Sollen die Parameter m, «? der erzeugten Fläche orthogonal sein, so 
hat man 8A = zu setzen, und erhält: 

8of = |Lt8a; 8/5 = fi3^»; dy =^ \kdc (5) 

^ = {/i + ")g^i etc. (6) 

Der DrehuBgswinkel der Erzeugenden ist Function von r; daher 
können wir ihn « » setzen; dann wird 



1 
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e = l; /=0; g = (ii+u)^-, t = ii+u 
Es zeigt sich, dass die Parameter orthogonal geodätisch sind. 
Ferner findet man: 



(7) 
(8) 



pt = (^ + w) 



de 



; etc. 



woraus : 






etc. 



(») 



Eine zweite Differentiation der Gl. (4) (6) giebt: 



8^ 
du' 



= 0; 






a^a; da d^i 

Budo 



-woraus: 



(10) 



wenn wir zur Abkürzung 

da d^a 

do 8c* 

db d% 

de dv^ 

de d^c 

"" du dc^ 

setzen. Demnach sind die Parameterlinien auch Krümmungslinien; 
«daher die Hauptkrümmungen: 



V = 



(11) 



9i~ e " ' 92~ 9^ l^ + u 
Der Drehpunktsabstand der Erzeugenden ist 

dada'\-dbdfl-{-dcdy 

folglich sind die Coordinaten des Goincidenzpunkts: 



(12) 
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0-0 = « — /i«; yo = i5 — ^i; ZQ = y—fic 
oder 

Xq =f(i8a — fia = — /aSf*; etc. 

Dieser erzeugt bei Variation von ü, wofern er mit variirt, die Ein- 
hüllende der Geraden (3), die Gratlinie sq der Abwickelbaren, und. 
zwar ist 

dxQ = — aofi'^ S8q= — öjLt ; K - = a 

also 

a = i^ü + M« = ^0 — «0^^' 
Dies eingeführt in (3) giebt: 

^ = «^o+(^ — «o)^^-; etc. (13> 

das ist für constantes u die Gleichung einer Evolvente von «05 ^^^ 
constantes v die der Tangente. Es hat sich ergeben: 

S. 19. Die Krümmungslinien einer Tangentenfläche^ 
sind die Tangente und die Evolvente ihrer Gratlinie. 
Dieselben sind zugleich orthogonal geodätische Para- 
meterlinien. 

Ferner ersieht man aus (7) (4) (9) (11), dass p der Krümmungs- 

da db de 
Winkel, a, ft, c die Richtungscosinus der Tangente, k-> ^» g" ^^^ ^^^ 

Hauptnormale, p^ <z, r die der Binormale, V das Krümmungsverhält- 
niss, also fVdv der Torsionswinkel der Gratlinie ist. Geht man alsa 
von der beliebigen Curve «0 aus, und lässt deren Tangente die Ab- 
wickelbare erzeugen, so folgen die Bestimmungsstücke der Fläche- 
unmittelbar aus denen der Curve. 

§. 36. Abwickelung: der Tangentenfläche. Um die Tangenten- 
flache auf der Ebene abzuwickeln, haben wir nur diejenigen Parameter 
«1, t?! zu suchen, welche nach Abwickelung in ebene cartesische Coor- 
dinaten übergehen. Nach (1) entsprechen diesen die Werte: 

«i = ^i = <i = l5 fi-0 (14) 

Gehen wir also von den Werten (8) aus, so werden die Transforma- 
tionsformeln IL Gl. (1) : 



du dv ""öw dv 



(*»+ 



»)■ =©•+(!')■ 
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und lassen sich erfüllen durch 

du. ßwj /IS- 

^ = cosx; g- = iii+u)mnK 

K-^ = — SIUJC; n — == (ft-j-w)COSX 
Eliminirt man % und rj, so kommt: 

ÖX . . , , I xö'* 

— ^-sinx = sinx + (aH-w)ö~ cosx 

— r>-cos3c = cosx — iß-hu) K- sinx 
dv ^ ^ du 

woraus : 

da ö^ . -, 

r, = — 1 ; ö~ = oder 

oc ■ ^ du 

K = 6 — ü, wo ^ constant. 

Dies eingeführt in (15) giebt: 

du^ = du co^ (6 — v)-\-{^-\-u)dcün{ö—'V) 
dvi = — 8wsin(d — t?)-j-(/Lt-|-w)3üC0s(^ — v) 

«nd nach Integration: 

u^ =ucos{d — v)-\-f(i de sin (6 — v) 
i\ = — u sin {ö — v) +/<^ B^ cos ( 

Hierdurch ist für jeden Punkt (ud) der Tangentenfläche der Punkt 
(u^i\) auf der Ebene bestimmt. 



5-1?) ) 
H^ — v) i 



(16) 



Dieselben Gleichungen lösen gleichzeitig das Problem der Kürze- 
sten. Denn da die Parameterlinien (%) und (üj) auf der Ebene 
Gerade, d. i. Kürzeste sind, so sind sie es auch auf der Abwickel- 
baren; und da jede Gerade auf der Ebene für irgend welche Werte 
von 6 und wj mit der Pameterlinie % = const. identisch sein muss, 
so ist erstlich jede Kürzeste auf der Tangentenfläche durph eine der 
<j1. (16), und jedes orthogonal geodätische System durdi beide Glei- 
chungen dargestellt. Ueberdies ist bemerkenswert, dass hier 2 Scharen 
Kürzester sich rechtwinklig schneiden, folglich beide auch geodätisch 
parallel sind, was, wie leicht zu sehen, ausschliesslich Eigenschaft 
4er Abwickelbaren ist, sofern dazu die Gl. (14) 0rfordert werden. 

Die Abwickelung vertritt zugleich die conforiine Abbildung. 

§. 37. Konische und cylindrisehe Flftche. Ist der Ort der Ge- 
raden (3) eine konische Fläche, so sind a, j3, y constant. Nach (5) 
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ist dann /i = 0; im übrigen bleibt alles, ausgenommen das auf die 
Curve «0 Bezügliche, in unveränderter Geltung. 

Im Fall einer cylindrischen Fläche, wo a, b^ c constant, kann n 
seine Bedeutung nicht behalten. Setzen wir statt dessen 



so wird 



8t,2_3„2^g^2_|_gy2 







8a; 

8t. = «' 


dx _8rt 
dv de 


it der 


e 
Bedingung 


ada+bdß+cdy = oder 
aa-\-bß-\-cY ^ const. 



welche dadurch zu erfüllen ist, dass man den Ausgangspunkt der Ge- 
raden (aßy) in ihren Durchschnitt mit einer Ebene normal zu ihr 
legt. Dann sind m, v die Parameter, welche nach Abwickelung in 
cartesische Coordinaten übergehen, und zwar bedeutet v einen Bogen 
der Curve, welche der Punkt (aßy) erzeugt, und welche die Basis 
der cylindrischen Fläche heisst, und u den normalen Abstand des. 
Punktes (uv) von der Basis. Femer ist 



.pt = 



b ^^ 

"^ dv 



£=^0; F=0; (7 = 



Die Determinante entwickelt giebt: 



etc. 



Sa d^ 

ÖD dv^ 

dß S^ß 

dv dv^ 

dy 8^ 

8» 8P 



G = (al^bm-^cn) 



8r 
Bv 



wo T Krümmungswinkel, Z, m, n Richtungscosinus der Binormale der 
Curve Vj also identisch mit a, 6, c sind. Daher hat man: 



G^?^ 



1^ 
9s 



8t 
dv 



d. b. die zweite Hauptkrümmong ist die Krümmung der Basis. 
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Die in §. 36. behandelte Aufgabe lässt sich in analoger Weise 
bei der cylindrischen Fläche durchführen, wo nur 1 statt ti-{-u zu 
schreiben ist, und man findet als allgemeinste Parameter, und zugleich 
als Gleichungen der Kürzesten und der orthogonal geodätischen 
Systeme : 

ttj = wcosK+vsinx 

vj =s — Msinx-|-vcosx 
wo X constant. 

§. 38. Flächen eonstanter Krümmung. Bie Krümmung einer 
Fläche sei constant == k% so dass k bei negativer Krümmung imaginär 
zu denken ist. Führt man orthogonal geodätische Parameter u^ v 
ein, so ist nach IL Gl. (55) 

, EG — F^ lii^t 

k^ = — — 2 = — - >. ^ oder 

Dies integrirt giebt: 

t = Kco5 ku + Fj sin ku 

wo F, Fl Functionen von v sind. Machen wir nach §. 31. w, v zu 
geodätischen Polarcoordinaten, so muss für verschwindendes u 

lim - = 1 
u 

sein; dies giebt: 

und man hat: 

e = l; /=0; y = ««; t = -j^ (17) 

Fttr eine beliebige Cnrve « auf der Fläche bat man jetzt: 

8,s. = 8«*+f^?^8«)' (18) 

Soll nun diese Curve Kürzeste sein, so ist, wie in §. 29. erklärt, die 
Bedingung : 

^ /^ sin^Äw h 



:+sin^^(l:y 



Integrirt man teilweise, so wird öv Factor des integrirten Teils. 
Werden die Endpunkte des'Bogens s als fest angenommen, so ver- 
schwindet jener Factor an beiden Integralgrenzen, und es bleibt : 
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Bv 
0-/ä.8( "' 



y*'+"»- (*)'. 



Soll dies bei jeder Variation stattfinden, so muss sein 

Vi/''+-'»-(l:')7 

also, wenn c eine Constante bezeichnet, 

sin^A:^^ = sinÄ^c 1/ /j^ -|- siu^Ä^w IJj 

woraus: 

r, ksinkcdu 

Oü = —-: - ^-- (19) 

siuÄ-wy sin^^w — sin^A;c 

Setzt man 

cos Jeu = cos kc cos w (20) 

so wird der Ausdruck: 

« sinke dir 

~ 1 — cos^ÄtccosV' 
und giebt nach Integration: 

tgw' = sinke ig (c+ß) (21) 

Eliminirt man tp mittelst (20), so kommt: 

tg Ä^ cos (t? + P) = tg kc ( 22) 

Eliminirt man, um einen Bogen der Kürzesten zu berechnen, er 
zwischen (18) und (19), so findet man: 



sinkuBu 



(23) 



Vsin^^w — sin^kc 
und nach Integration: 

COSÄ:w = COSÄrcCOSÄ;(Ä-|-^>) (24) 

Dies verglichen mit (20) zeigt, dass 

tv = k(8'^b) 
daher ist nach (21) 

tgk(s+b) = sinke tg{V'{-ß) (25) 

und in Verbindung mit (24) (22) 
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smJcis-^-b) = tgkccoshitg(v+ß) (26) 

smk(8-]-b) = 8in^'wsin(»+i^) (27) 

Untersucht man noch den Winkel d- zwischen 2 Kürzesten s, «', 
so ist nach I. Gl. (4) 

1 _i_ /sin^'w\* ö/; dv' 

~^ \ k I du du 
cos -^ = Q o f 

CS CS 

du du 

Geht die zweite Curve vom Punkte w = aus, so ist s' identisch 
mit dem geodätischen Radiusvector u^ also 



Dies gieht: 

also vermöge (23): 



CU ' OU 



cos^ = 1 : 



du 



8i„^ = '4^ (28) 



Für w = c, d. i. nach Gl. (22) für » = — /3, ist daher <& ein Rechter. 
Hieraus erhellt die Bedeutung der Gonstanten. Der Winkel v = — ß 
bestimmt die Richtung, der Bogen c die Länge der geodätischen Nor- 
male vom Punkte w = auf die Kürzeste «. Was b betrifft, so 
können wir festsetzen, dass s zugleich mit v verschwindet. Da nun 
nach (24) für u = c die Grösse s= — b wird, so bezeichnet b das 
Stück der Kürzesten von r = — fJ bis v = 0. 

Jetzt bildet u die Hypotenuse, c und «+* die Katheten eines 
geodätischen rechtwinkligen Dreiecks, in welchem v-{-ß der Gegen- 
winkel von «+^^ u^d d" der von c ist. Die Relationen zwischen den 
ersten 4 Stücken sind: 

cosl-u = coskccoslc(s-\-b) (29) 

sinkucoB{V'\-ß) = sinke cos Ic(s-\-b) (30) 

sin ku sin (v-^-ß) = smk{8-{-b) (31 ) 

Bezeichnet a den Wert von w für » = 0, so bilden die 3 Kür- 
zesten w, a, « ein beliebiges geodätisches Dreieck. Die Gleichungen 
gehen für p = 0; « = über in 

cos Ära = COSkcCOSkb \ 

sin ka cos ß = sin kc cos kb / (32) 

sinÄ?asinj3 = sin kb ^ 
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Die Gegenwinkel der Seiten a und u sind ^ und der Nebenwinkel 
dessen, in welchen d- für fj==0 übergeht. Letzteren durch y be- 
zeichnet, hat man nach (28): 

sin ^ sin hu = sin kc ) «^v 

sin y sin ka = sin&c* ) 
Die Gl. (24) (27) (28) bleiben dieselben, wenn man s-\-b mit c und 
v+ß mit ^ vertauscht. Gl. (30) ist die Folge von (24) und (27), 
daher besteht sie auch nach jener Vertauschung, und man hat: 

sin^MCOs^ = coskcünk{8-\-b) und für r = 
— sin ka cos y = cos kc sin kb 

Eliminirt man die Stücke &, c, /S, welche nicht zum Dreieck (usa) 
gehören, so erhält man: 

sinku sinA:« 

siny sine 

cosf + cosycos^ . .^.. 

C08Ä;»= . — r-^- > (34) 

sm y sm d^ ' 

cos ks — cos ka COS ku 

cosr «« — 7~ . , 

s\nkas\nkv, 

übereinstimmend mit den Relationen, welche an einem Dreieck auf 

der Engel vom Radius t stattfinden. 

§. 39. Problem der Barstellangr der Flächen eonstanter Krttm- 
mung In Coordlnaten. Um die durch die Werte von e, f^ g be- 
stimmte Fläche eonstanter Krümmung in Coordinaten darzustellen, 
ist das System von Gleichungen 

(l)' + g)-+(Ö--e = . 

hx dx dy Bi/ dz dz 

du de * du Sc '^ du de 

(dxy . /ay\" , /dzy /sinkuy 

\dü) +\dv) +\d~c) -^^-[-ir) 

zu integriren. Erfüllt man sie durch die Werte 
8« . ^ . , -. . , 8« sinku 

g^= — Sm^^SlUfiCOSi — COS^Smil; g- ^ — r— C08j»C0Si 

^•^ ' ^ ' . , . ^ , 8y sinÄrw . , 

g^ =* — sml^smfismA+cosdcosi; g^ == — 7— cos|»sinÄ 

S« . ^ dz sixkku . 

g^ = smi^cos^; ^ ö^ = -;r '''''* 
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und eleminirt durch partielle Differentiation a-, y, ä, so erhält man 3 
Gleichungen, deren erste zwei sich leicht zu zwei einfacheren ver- 
binden lassen, so dass sich ergiebt: 

^ / . a^ , 8A , . ^ Sfi , , sinA;w . S^ 

cos^ lsmf4K^-t"3 l+sin^cosfi ^ = — co8^•wcosfi+ -r— siufi^ 

. ^ /a^ . . öA\ sinku dk 

sm^ ^s,+8in^ a,j --Je ^^^(^ du (^^) 

cos^cosjitg- — sm^sm/w. g- == cosÄ:wsin^-[- , co^[i^- (36) 

Auch von diesen verbinden sich wieder die erste und dritte zu folgen- 
den zweien: 

^ /öi^ , . dk\ sinku da 

COS^(g^+Sm^gJ=-^ g^ (37) 

cos-^cosfig +sin'^^ = — cosÄJM 

deren erstere mit Gl. (35) ergiebt: 

cos^cos/iAg^+sin-^g^ = (38) 

Die letzten 2 Gleichungen umfasst die folgende: 

cos^cosfiSA+sinO^aft+cosÄ^S«? = (39) 

welche nur noch mit Gl. (36) zu verbinden ist, um sämmtliche Be- 
stimmungen für ^, ft, ^ zu enthalten. 

Gl. (38) zeigt, dass, wenn eine der Grössen A, (jl unabhängig von 
u ist, die andre es auch sein muss. In diesem Falle geben die Gl. 
(35) (37) ttbereinstimmend: 

dd^ dk 

g— = — sinfAg-; also ^^tL^—Vi (40) 

wo Mj Function von w, und 

u^ =r, /sinfiöA 

Function von v ist. Gl. (36) wird alsdann: 

1 8 (sin (u. — »i) cos fi) 
smjtt de 



oder, wenn man 

8 (cos Ci cos fi) 



g == — csinysmii* 

8(sinriC08|ii) 



(41) 



de 



ccosysinu 
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setzt: 

co-si« = rci.'* »*i^7 (42) 

HicraiL> »Thelit. .lass r and 7, weil "^ie n:':h.: ^'-a « abbaasen. über- 
haupt coQStant s^in müssen- Die GL 41 ^ in-a, e-rwkkelt. die Werte: 

et ^ er 1 / ^ 

woraas durch Inttgiatioa: 

cos ucos(r,-i-7> = ~^'**^ 

cos H sin ^ ''j -?- 7) = ci>> *- ci:»s - er — 3 

sin 5» = cos c sin '-r-^ß- 

Jetzt ist nach Gl. ' 4i.>) 

sinu 

nnd man tindet nach Integration mit Hülfe der Relation zwischen u 

nnd Tj: 

cüS(ri4~7}<^öS5i = sina 
cosCr^-ry^sintt = cos o cos i.-{-f> 
sin(rjL + y) = cosasin(it-pf) 

Hier sind «, ß, t die Coustanteu der 3 successiveu Integrationen. 
Führt man non die Werte der partiellen Differentialquotienten der 
Coordinaten mittelst der gefundenen Relationen auf « und r zurück, 
so ergiebt die Intetrration der Ausdrücke ^ou c-r, fy, er ohne Schwie- 
rigkeit: 

sin^v*. ..,,,. . , 

X = — ^T;-!sm£sm(<'r-|-p) — sinacosfcos(cr-|-p^I — »iCosacosf 

sinku. , ,-»>,.. All 

,y = , {cos6Sin(ct-|-p)-j-sin«smfcos(rr-j-p)[+ii^coscsinf 

z = — cosacos(<rf + p) + ii3Sina 

wo zu Abkürzung 

U2 = /sin(t«i-|-7)aM 

gesetzt ist. Verbindet man die 3 Coordinatenwerte wie folgt 

( — arcos f +^ sinf )sin « — scos a 

arsine+ycosf 
( — arcos£-|-y8inf)co8«-f-z8ina 

80 stellen diese 3 Grössen die Coordinaten desselben Punktes für 
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andre Lage der Axen dar. Bezeichnet man sie wieder mit a-, y, z^ 
so werden die Gleichungen der Fläche: 

sin/m ^ . . sinÄrw . , , 

a;= — ^7-COS(cf+/3); y= ^^ sin(cü + j:J); z = u^ (4a) 

das sind die der Fläche, welche die ebene Curve 
sinÄTM 



ch 



2/ == ; 2! = wg 



bei Rotation um die z Axe beschreibt. Für den Fall c == 1 wird 
nach (42) 

, , , COSÄTM 

Wj-f-y = ^'w; also 2^2 = 7:~ 

und die Werte (43) ergeben: 

Die Fläche geht alsdann, wofern Tc^ positiv ist, in eine Kugel vom 
Radius t über. Da nun nach §. 17. alle Flächen, welche gleichwertige 

6 , /, ^r haben , auf einander abwickelbar sind , so sind alle Flächen 
constanter positiver Krümmung auf einer Kugel abwickelbar. Doch 
bemerkt man leicht, dass nicht die ganze geschlossene Fläche die 
ganze Kugel bedecken kann, sondern entweder , für c >> 1, nur einen 
Teil derselben, oder, für c<ll, die Kugel zum Teil mehrfach bedeckt. 

§. 40. Kleinste Flächen. Bedingrungr. Es ist die Aufgabe, unter 
allen Flächen, welche von derselben geschlossenen Linie begrenzt 
werden, die kleinste zu finden. Diese kleinste Fläche hat dann der 
Bedingung zu genügen, dass sie bei jeder unendlich kleinen Verschie- 
bung ihrer inneru (nicht zum Umfang gehörigen) Punkte wächst^ 
dass also ihre Variation nie negativ ist. Dann kann aber die Variation 
auch nie positiv sein, weil sie sonst bei rückgängiger Verschiebung 
negativ wäre. Folglich ist die Variation der Fläche 

d^ = öfftdudv =ffötdudv = (44) 

Berechnet man 6t aus L Gl. (10) (3), so findet man: 

göe--2föf+ eög 

wo 
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ex 
du 

dx 



Li 



dx 
du 

dx 
dv 



d^ 

\dv^ 

I 
i dz 

1 dv "- 

dy 
^du 



du 



(45) 



und die übrigen Coefficienten analog bestimmt sind, oder: 

d d 

öt = ^(Löx-\-Möi/+Nöz)-}--^^iLiöx+Miöy + Niöz) 

Führt man diesen Wert in (44) ein und integrirt den ersten Term 
zuerst nach u in der Ausdehnung, in welcher die Pararaeterlinie (u) 
innerhalb des Flächenstücks Sl liegt, so werden die Grenzen entweder 
die Durchschnitte mit dem Umfang, in welchem da-, d^, 6z null sind, 
oder, falls die Parameterlinie in sich selbst zurückläuft, ein und der- 
selbe Punkt dieser Linie, also Löx-\-Möif'\-N6z für beide Integrai- 
grenzen dieselbe Grösse. In beiden Fällen verschwindet der Ausdruck 
schon nach erster Integration. Dasselbe gilt vom zweiten Term, wenn 
man ihn zuerst nach v integrirt. In den übrigen Termen sind die 
Factoren da?, öy^ 6z für alle Flächenelemente unabhängig willkürlich. 
Daher kann das Integral nur null sein, wenn es die Coefticienten der 
Variationen simd, und man erhält: 



8X aXj_^ SM dM^^^ dN dN,_^ 

3w "■ Sl? ^ du~* dv ' du* dv 



(46) 



Setzt man für Z/, L^ die obigen Werte und führt die Differentiation 
mit Anwendung der Formeln I. Gl. (19) aus, so kommt: 



dL 

du 



s+t=-'«+-'-'-«-(Ä+kV 



und die 3 Gl. (46) reduciren sich auf die eine: 





£s hat sich ergeben; 






(47) 



(48) 



S. 20. Auf jeder kleinsten Fläche ist durchgängig die 
Summe der Hauptkrümmnngen null. 
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Durch diese Eigenschaft wird eine besondere Art von Flächen 
definirt, welche, wenn nicht ausschliesslich, jedenfalls alle kleinsten 
Flächen in sich begreift. Da offenbar jeder Teil einer kleinsten Fläche 
selbst kleinste Fläche in seinem Umfang ist, so ist der Begriff von 
der Begrenauing unabhängig. 

§. 41. Darstellung der kleinsten Flächen. Löst man die Glei- 

vx vx 
chungen I. (19) nach ^ • ^' auf, so ergiebt sich: 

d^i 8w ' 8t? * 8t? du ' dv 

wo 

P^ — KJ^, Q = KH^', R = KJ', S = — KH (49) 

gesetzt ist, Formeln die gleicherweise für die y und z gelten. Setzt 
man 

p = sintACOSt'; q = sinusiot;; r = cost4 (50) 

und wendet auf die so definirten Parameter t*, v die obigen Formeln 
an, so lauten diese: 

Sx 

A = jPcost^cosv — Q sin «4 sin V 

du 

rr = iicostACOSt? — osint^smt? 

dv 



cy 

K- = PcosMsint?+Qsint4C08r 

ou ' 

8y 

ö = J? cos M sin t;-f-Q sin t* COS t? 

dz 

— =a — Äsmt* 

cv 



(51) 



Eliminirt man durch Differeutiatiou x, y, z, so findet man: 
(BP 8ä\ 

fSQ dS\ . , , 

W ~ Bü) 8in«+(^— S) C08« = 

(SP SB\ . 



(52) 
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Die erste und dritte Gleichung lassen sich verbinden zu 

dP dR 

^ — ö— = Q sin w cos u 
cv du 

R = Q sin^w 
und nach Elimination von R zu 

SP ^Q . , . .,,, . 

n— = ö~" sln^^«+3Qslnwcosw 

vv du ' 

Dies lässt sich auch schreiben: 

8v sinw du 
oder, wenn man 

du 



Bw (53) 

smu ^ ^ 



das ist 

1 



= cos iw: cotu = ismiw (54) 

sinw ' ^ ' 

setzt : 

S (P^i^v) _ 8(QsinM 

bv dw 

eine Gleichung die allgemein befriedigt wird durch 

dT BT 

Psin^w = ö~" ; Q sin^w = x- (55) 

Jetzt bleibt noch Gl. (52) zu erfüllen, die wir mit sin^w multipliciren 
und folgendermassen schreiben: 

^ — ^ h(P+/S)sin^wco8M = 

dv ow I V I / 

Hier ist nach (49) 

P+S ^ - (H+J,)K = Q, + g^ 

das ist auf kleinsten Flächen null ; daher geht hier die vorige Gleichung 
über in 

8(Qsin»^) 8(P8in^^) _ 

dv ^ dw 

und nach Einführung der Werte (55) in 

8v^ +dw^ ^^ 
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Das Integral dieser Gleichung ist: 

woraus nach (55): 

Psin^M == eg>' (v-\-iw^ i) — ^gp' (v — *>, — i) 

Q sm^u = i? sin M = cp' (v -|- 1>, ~h v' (^ — ^^'^ — *) 

Dies in die Gl. (51) eingeführt giebt: 

K - = sin (i> -|- tiv) g)\v-\- 2>, i) -|- conj . 

dx 

r>— == — sin (v-\-nv) (p'{v-\-tw, i) -\- conj. 

n— = — i cos (v-\-iw)q)^(v -\- m\ t) + COnj. 

K— == COS (v + iiC') (p'(v-\- ^V, ^) -|- COnj. 

Öä ,,,.., 

g- = — <p (v-[-Mr, ^) + conj. 

g- = — e-g,'(^, + j>, i)_|- conj. 
und nach Integration: 

« = %(«^+*w'i ^') + X (i^— *w', —0 J 

y = t^(v -|- iw^ i) -f- i/;(i> — iw^ — i) > (57) 

jg = — qr (t?-|- iV^ e) — g>(v — «r, — /) " 

WO zwischen den Functionen <p, %, t(; die Relationen bestehen: 

X'( F, i) = ^>'( F, ^) sin P'; i|;'( F, e) ^>'( F, i) cos F 

so dass nur eine der drei willkürlich bleibt. 

Betrachtet man w, v als Parameter der Fläche, so werden, wie 
sich direct aus den Werten (56) ergiebt, die Fundamentalgrössen 
1. Ordnung: 

e == ^ = — f = 49)'(v -("*"% *) ^\^ — *"^i — i)co^Hw (58) 

Dass t ein negatives Vorzeichen erhält, ergiebt sich, wenn man die 
Werte von pty qt^ rt ihrer Definition gemäss bildet und mit (50) ver- 
gleii^ht. Da femer nach (50) (54) 

cost? sint? .^ . ^^^^ 

; g = — ; r = ttgzw (59) 



COS2ZI7 C0S2ir 
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ist, so findet man nach Differentiation der Gl. (56) die Fundamental- 
grossen 2. Ordnung gemäss ihrer Definition §. 5. 

— ^ = (? = i(p*(v-\'iw^ i) — »<p'(t7— iir, — ») ) 
,F= —r q>'{v -|- iw^ i) — q>\v — iw^ — i) ) 

woraus: 

F^—EG = 4:tp\v+iw, %)q>'{v—iw, — ») 

und in Verbindung mit (58): 

_ _jf 1 r _ ) 

^^^^-' F^—EG-^ JH,--HJ^'-^~ j (61) 

4^)' (v -\- iw^ i) (p\v — iw^ — i) CO^Hw » 

Die beiden Hauptkrümmungsradien sind dia positive und die negative 
Quadratwurzel aus dieser Grösse. 

§. 42. KrUmmuiigrslinieii auf kleinster Fläche. Nach (49) hat 
man (in Parametern «*, v): 

jj j^i== '—[—^ 1 \ 

j/-.^- M ^ I ^ \ 

^ K 4c0StM? \q>*{v -\- iw, i) "^ (p'(v — »w, — ») ) 

K 4cos*2M? ( 9>'(t? -f" *^9 *) 9^' («^ — ^w^i — *) i 

Daher lautet die Gleichung, welche die Hauptkrümmnngsrichtungen 
bestimmt, I. (54): 

{h% — t^^iw) \ -77 i — T-^-TT + — ; : :r \ 

^.. . ( 1 1 \ 

— 2 »A? cos %W \ -77 ; — ; r — —7-, \ T \ 



oder: 



{k — »COSmt)^ j^ (fe-f-»COSeM?)* 



<p'(» 4" *w?, e) 9>'(t; — iw^ — i) 
Hier ist 

Dies eingeführt giebt: 

<p>+»V,»X8«^+»8«^)*+9>'(«^--»«',— »)(8»--»2«^)* — ' 
Setzt man 
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9>\V,z)^i{(p'(V,i)]^ (62) 

^0 zerfällt die Gleichang in 

<!>' (r + ^V, i) 8 (r + m<^) i ^'(» — ^^i — i)S(v — iw) = 

Die Integration ergiebt als Gleichungen der beiden Krümmungslinien 

0{D-\-iw^i)-j-0(ü — iw^ — t) = t4j = const. ^ 
0(v -f-«w', ») — ^(i> — »w^5 — =* *vi = const. ) 

.lind t^i, r^ sind die Parameter des Systems der Erümmungslinien. 
Hieraus berechnet man leicht nach IL Gl. (2) die Fundamentalgrössen 
2. Ordnung E, G^ für die Parameter «*i, v^, und findet: 

voraus weiter nach II. Gl. (15): 

«i = — «>i; fl'i *= 9% 

§. 43. Asymptotisehe Linien auf kleinster FlSehe. Sind %, v^ 
<lie Parameter der asymptotischen Linien, so lauten die zu ihrer Be- 
stimmung dienenden Relationen IL Gl. (2): 

^ 8w, 8«! ' * 8«?! 8i?i 

Sttg Spj j^ 8% 8rj 

~" 8t*i 8ci •" dr^ 8wi 
2erlegt man die letzte in 

8^2 m^ dug , 8t?2 "^^ ^^ 

8mi F^ 8«, ' 8r, ~ /^, 8ri 

so gehen die beiden ersten über in 

INimmt man die Quadratwurzeln positiv, so wird 

^ "" ^m ^^ ' ^«^8 = — ^ (8t*i — 8ci) 

folglich ist wg Function von wi + ri, und v^ Function von u^ — v^. 
Eine andere Yorzeiohenbestimmung würde bloss Yertauschung von u^ 
und v^ bewirken. Da die willkürlichen Functionen ohne Einfluss auf 
4lie Parameterlinien sind, so setzen wir einfach: 



«2 == «*i+»i =« (1— »)<P(»+*M?,«) + (l + i)^(ü — ^l^, — i) \ 

5* 



(64) 
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Gleichzeitig ergiebt sich: 

Die ReJationen II. Gl. (1) werden nach Einsetzung bekannter Werte : 

= «2 —0^2 

Q2 = «2 — 2/2 +0^2 

woraus : 

9 2— Qi 1^ . P1+P2 n 

^2 ^ 0^2 == J— = iP2; 72 = "4" = ^ 

8«^« Jp2(8V+8»2') (65) 

1 ^_2 8^88f2 

P "^ P2 8w2^+9«?2^ 

Gl. (65) zeigt, dass u^^ t?2 zugleich Abbildungsparameter sind. Hierzu 
genügt indes nicht, dass sie asymptotische Parameter bezeichnen; 
vielmehr müssen noch 2 Gleichungen , etwa ^2 = 5^2 = iP2 j hinzu- 
kommen, welche' die willkürlichen Functionen bestimmen. 

§. 44. Fläehen yon eonstanter Summe der Hauptkrfimniungs- 
radien. Die Darstellung der kleinsten Flächen lässt sich zur Lösung 
der folgenden weiteren Aufgabe verwenden. Sind nämlich pi, Q2 die 
Hanptkrümmungsradien der vom Punkte (xyz) erzeugten Fläche, so 
sind nach §. 19. Qi-j-Cj Qi-\-c die Hauptkrümmungsradien der paral- 
lelen Fläche im Abstände c, welche der Punkt 

x' = X — pc\ y' = y — 3^; z=z — rc (66) 

erzengt. Ist dann erstere Fläche eine kleinste, also 

Pi+P2==0 

so ist die Summe der Hauptkrümmungsradien der letztem »= 2c. 
Hiermit findet die Aufgabe: 

Die Fläche allgemein darzustellen, deren Hauptkrüm- 
mungsradien die constante Summe 2e haben, 

ohne weitere Untersuchung ihre Lösung. Die Gl. (66) stellen die 
verlangte Fläche dar, wenn man darin für «, y, z die Werte (57), 
für ;?, g, r die Werte (59) setzt; sie lauten dann: 

y =^ ^(p+*«',0+^(«'—»w^,-0-~g-^ ^ 

«' = — g>(v -\- iw^ i] — <p(r -- iw, — i) — icXjgiw 
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§. 45. Kleinste Fläche bei eonstantem Tolum. Von der Ober- 
fläche eines Körpers sei ein begrenzter Teil Sl variabel, der übrige 
Teil .^1 unveränderlich. Die Veränderungen von ß seien jedoch der 
Bedingung unterworfen, dass das Volum des Körpers P constant bleibt. 
Der Flächeninhalt 

Sl =fftdudv 

soll als Minimum bestimmt werden. 

Die Bedingung des Minimums ist hier noch, wie in §. 40. 

das ist nach Gl. (47) und den analogen: 

rr ß- + -) (pöx + qdy+röz) tdudv=^0 (68) 

Es tritt nur die Bedingung hinzu, dass öx^ 8y^ öz einem constanten 
P entsprechen. Alle unter dieser Beschränkung gestatteten Werte 
können die Gl. (68) erfüllen, ohne dass jedes Element des Integrals 
null wird. 

Nehmen wir nun an, dass jeder Punkt der Fläche in der Rich- 
tung der Normale verschoben wird, wobei noch alle Veränderungen 
der Fläche möglich bleiben, und lassen die Parameterlinien (w) alle 
Flächen w = const. normal schneiden, dann ist die Verschiebung des 
Punktes (uvw) 

= p=f=V=P«-+2Äy+'-<5« (69) 

Erzeuget jener Punkt die Fläche ß, so erzeugt gleichzeitig diese Ver- 
schiebungslinie den Raum zwischen ihr und der veränderten Fläche, 
d. i. die Variation des Volums öF. Ein Element dieses Raumes ist 
ein Prisma, dessen Grundfläche das Flächenelement tdudv^ und dessen 
Höhe die Verschiebung (69) ist; folglich ist die Variation des Volums 

SP = ff (pöx -f- qSy -{- röz) t du dv 

und diese muss der Bedingung gemäss constant null sein. Setzt man 
zur Abkürzung 

^ = (pdx'j-qdy-\-röz)tdudv 

80 lauten die 2 Bedingungen: 

ff {7+ v) ''-'■' J-^^-' (^^> 

Beide können noch erfüllt werden, wenn nur 2 beliebige Flächen- 
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elemente vaniren, die ganze übrige Fläche hingegen unverändert bleibte 
Bezeichnen wir die jenen 2 Elementen entsprechenden Werte durch 
^> Pn Pa ußd ^\ Qi\ P«S 80 gehen die Gl. (70) über in 

woraus : 

das heisst: die Summe der Hauptkrümmungen hat in je 2 beliebigen« 
Punkten der Fläche denselben Wert, ist also über die ganze Fläche- 
constant, und man hat den Satz: 

S. 21. Auf kleinster Fläche für constantes Volum ist 
die Summe der Hauptkrümmungen constant. 

Die Bedeutung dieser Constanten, die wir mit a bezeichnen,, 
können wir leicht aus der vorhergehenden Rechnung entnehmen, nach, 
welcher für eine beliebige Fläche, und beliebige, nur immer normale, 
Verschiebungen 

ist. Ist dann Sl eine kleinste Fläche für constantes Volum, so hat 
mau: 

— -4- — « a 
Qx ^ Q% 

also 

für beliebige Verrückung. Jetzt sei die veränderte Fläche kleinste 
für das constante Volum P+8P, dann wird 

Betrachtet man das gegebene Volum als unabhängige Variabele, die 
ihm entsprechende kleinste Fläche als Function derselben, so ist die 
Summe der Hauptkrümmungen die derivirte Function. 

§.46. Rotationsflächen. Eine Rotationsfläche wird von 
einer ebenen Linie erzeugt, welche um eine Gerade in derselben rotirt- 
Die Gerade heisst die Rotationsax«, die erzeugende Linie der 
Meridian, der von einem ihrer Punkte erzeugte Kreis ein Pa- 
rallelkreis. Ein Durchschnittspnnkt der Fläche und ihrer Axe 
heisst ein Scheitel oder eine Spitze, jenachdem die Axe daselbst 
l^ormale ist oder nicht. 
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Wir nehmen die Rotationsaxe zur Axe der «, den Meridianbogen 
zum Parameter t*, den Rotationswinkel zum Parameter v, und be- 
zeichnen vorläufig die ebenen cartesischen Coordinaten des Meridians 
durch «0, »; dann sind die Gleichungen der Rotationsfläche: 

X ^== Xq cosü ; y = otq sin V ; ä = « 

yfo xq, z Functionen von u sind. Hieraus folgen die Werte der 
Fundamentalgrössen 1. Ordnung: 

Wir schreiben demgemäss die Flächengleichungen: 

x = tcosv'^ y == «sint? (71) 

Die Werte von e, / zeigen, dass die Parameter orthogonal geodätisch 
sind. Bezeichnet femer r den Krümmungswinkel des Meridians, so 
dass 

dt dz 



du^ 


cost; g- = sinr 


wird, so hat man: 






dx 

ö- = COSTCOSt;; 


^- =» cosTsmv ; 


dz 


dx 
g^=-«sint;; 


dy 
g^^tcost,; 


1 = 


woraus : 






p = — sinrcosv: 


q = — sin T sin» 


• r = COST 



(72) 



(73) 
In einem Scheitel wird r = 0, also 

^ = 0; (z = 0; r = l 

in einer Spitze r = const bleiben ^, q abhängig von v -, statt einer 
Normale hat hier die Fläche eine normale konische Fläche. Die 
Fundamentalgrössen 2. Ordnung werden: 

£=n ; F—Oi G = tsmr (74) 

Demnach sind die Parameterlinien (w), (t?), d. i. die Meridiane und 
Parallelkreise, auch Erümmungslinien. Infolge dessen hat man: 

Die Gleichungen der Mittelpunktsflächen werden: 
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«1 = x+ QiP = (* "' er ®^^ V 



cosr 



=^ 2^+Pl<Z "^ M — g-SlllTi SlDü 



2^1 ==2^ + Pi<Z = U — ^"SiiiTjsinü / (76) 



:«-}-p^r =-3 + A^C0ST 






nud 
«Ja = a^+^2^ = 0; ^2 = 2^+^22 = ^\ H = «+?2^ = » + ^COtr 

Die erstere ist also eine Rotationsfläche von gemeinsamer Axe, die 
letztere degenerirt in die Axe selbst. Die Beziehung zwischen con- 
jugirten Tangenten wird: 

< sin T 6m 
Die Nullkrümmungstangenten sind bestimmt durch 



dv 
du 



.+\r~i:f- (77) 

— r ^sm X ou ' 



der Drehungswinkel v der Normale durch 

dv^ = Bv^+smhdv^ (78) 

Der Drehpunktsabstand wird: 

BrBvr+t^inT^ 

die Gleitung längs der momentanen Rotationsaxe : 

dQ = ^^ 8t? (80) 



die Bedingung eines Nabelpunkts: 

8t sin r 
8t^ £ 



(81) 



Sie wird, da sie v nicht enthält, im allgemeinen durch einen Parallel- 
kreis, nur ftlr e = 0; t == durch einen Punkt erftlUt. Eliminirt 
man t durch Differentiation, so erhält man als Gleichung der Nabel- 
linie: 

Aus gleichem Grunde zerfällt der Ausdruck eines Flächenstücks 
zwischen Meridianen und Parallelkreisen in 2 unabhängige Factoren: 

Sl = vftdu (81) 
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Um ein Körperstöck, ganz oder zum Teil begrenzt von einer Rota- 
tionsfiäehe, zu berechnen, kann man dasselbe von einer variabeln 
Rotationsfläche erzeugen lassen. Man hat dann bloss ^, 2, r als 
Functionen von u und einem dritten Parameter w zu betrachten. 
Der Ausdruck des Körperelements I. Gl. (15) geht dann nach Ein- 
führung der Werte (72) über in 



\ow ow ) 






dt 


dt 


du 


dw 


Bz 


dz 


du 


dw 



dudvdtc = tdvd^Q 



wo d^Q das Element des erzeugenden ebenen Flächenstücks darstellt. 
Ist das Körpersttlck von Meridian- und Parallelkreisebenen begrenzt, 
so zerfällt das Integral in 2 unabhängige Factoren: 



p=^vfftd^Q 



(82) 



In (81) und (82) ist v der Winkel zwischen den 2 begrenzenden 
Meridianebenen. 

§. 47. Asymptotische Linien auf Rotationsflächen. Die Diffe- 
rentialgleichungen der asymptotischen Linien (77) geben integrirt: 



/l / cudr 
V « sin X 



du er 
^sinr 



(83) 



und wi, v^ sind die Parameter des Systems. Diesen entsprechen, wie 
man am leichtesten aus IL Gl. (1) (2) findet, die Fundamentalgrössen : 



t ( . du\ 



(84) 



du 
< sm r K- 



§. 48. 
Sind Ml, Vj 



Fl = J < sin T 

Orthogronal greodätische Systeme auf Rotationsflächen. 

die Parameter eines beliebigen orthogonal geodätischen 



Systems, w, v die bisherigen, so sind nach IL Gl. (1) die Relationen 
zwischen beiden: 
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du dv "' ^ Su dv 



Erfüllt man sie durch die Werte 

3— = cosx: ^ =-= «smx 

Swi 1 . dvi t 

2"^ = — -Sinjc: ^=— cosx 

OU t^ OV Cj 

und eliminirt i^^ so kommt: 



(85) 



(86) 



8x , 9x , S* 

ö-«cotx + ö- + ö~ = 

CU ' OW ' CM 

Das Integral dieser Gleichung ist: 

V =^ I — .~7^='X-m'(h)i h = isinx 

wo unter dem Integralzeichen h als constant betrachtet werden muss, 
und (p eine willkürliche Function bezeichnet. Bildet man aus den 
Werten (85) die Ausdrücke von du^y Sv^^ und reducirt mittelst der 
Gl. (86) V und x auf u und h als Unabhängige, so kommt: 

8., = |y.-^^{/^,^+.«'(.)} 



(87) 



Erstere Gleichang giebt integrirt: 

Nach letzterer ist v^ Function von ä; setzt man 

so wird die Gleichung erfüllt durch 

«1 = ViS^=T* {y*(i5^ + V"(>^) } (88) 
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Nach Einführung der Werte (85) in II. Gl. (2) ergeben sich zunächst 
folgende Ausdrücke der Fundamentalgrössen 2. Ordnung: 

„ 8r _ , sinr . , ^ /sinr 8t\ . 

-Ki = g^C08^x+— ^sm^x; F^ = t^ (— K-jsinxcosx 

ry .8/0^-9 I sinr \ 

Gl = «j2 I g- sm^x -| — — cos^x j 

das ist nach (86) und (88) 



««-Ä^/sinr 8r\ 



t^ — h^/t^ — h^ . . ,,8t\^ 



(89) 



^-/(,^ + <P"W 



Sollen t*i, Vi geodätische Polarcoordinaten sein, so muss zur t^ 
unabhängig von v^, d. i. von ä, ftlr einen Wert von wj verschwinden. 
Entspricht diesem Werte die untere Grenze der Integrale in (87) und 
(88), so muss sein 

für jedes ä, also 

Gleichzeitig muss u^ verschwinden; das giebt: ft = 0. Jetzt ist 

Der untern Grenze der Integrale entspreche < = c; lässt man dann 
u stetig in die untere Grenze übergehen, so wird 

lim^ 



Nach §. 32. hat man daher zu setzen: 

dann werden nach Gl. (87) und (86) die Relationen zwischen (u^ v) 
und (wj, Vi): 
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> 

/csinvjÖM i 

i—c * 



(90) 



§. 49. Conforme Abbildung: der Rotationsflächen. Zur Auf- 
findung der Abbildungsparameter u^^ v^y bestimmt durch die Bedin- 
gung 62 ==" 02 = t2,f2 = 0, haben wir die Gleichungen zu lösen: 



1 _ (^Yj- (^M' 







l2 \Ot 


> / ■ \( 


^ / 


und erfüllen 


sie durch die Werte: 






du2 
Bu "" 


COSX 


8«g 


t 




8V2 

du - 


sinx 

'~y«r 


'r\ ' 

CV 


t 



smx 



cosx 



(91) 



Eliminirt man ?*2 ^^^ ^2 durch Differentiation, so erhält man 2 Glei- 
chungen, die sich leicht zu folgenden verbinden: 

2"du 8t* ^ dv' 2"?tr~ + ^öw~^ 

Die zweite wird erfüllt durch 

dT dT 

logt, = 2t^; x = -^ (92) 

Die erste geht alsdann, wenn man 

du Q 

setzt, über in 

d^T , d^T dlogt 



dv^ ' dw^ 8i 



w 



Das Integral hiervon ist: 
woraus nach (92) : * 
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oder, wenn man 

0\W,i)= — i\og2(p'{W,i) 
setzt: 

Yf = 2yg)'(w•+^>, i) q,\w — ic,—i) 
2 ^ q> {w — ^c, — *) 

sin» - 2 ^ 9>'(w. — e>, — «) 2 K q>'(w+iü,'i) 
Dies in (91) eingeführt giebt: 

du^ = «jp'Cu'+i«?, i) d{w-\-ic) -\- q>\w — ^«?, — i) d{w — ee?) 
Scg = — iqp'C'^H-^P» **) ^(n'-\-ic)-\-iq)'{w — ir, — i) d{w — ic) 

und nach Integration, mit Weglassung der Constanten: 

2^2 = <)p [w -|- /r, i) -^ q>{\o — it, — i) \ 
ic2 = <p (w -|- er, i) — <p(w — «r, — i) ) 
woraus: 

2(p (w + iV, + *) == wg i ^«'ä 

oder, durch die inverse Function i/; ausgedrtlckt 

w^ + ic= 1/; (% i ^'«'a) + *) 
Hier ist ?r = / — . und 9 oder 1/; willkürliche Function. 

§. 50. Abwiekelungr der Rotationsflächen auf einander. Ist 
eine Rotationsfläche, wie bisher, in Parametern der Erümmungslinien 
,t* V gegeben, so muss für jede auf ihr abwickelbare Rotationsfläche, 
wenn man sie in denselben Parametern darstellt, gleichfalls e == 1 ; 
/=0; g = t^ sein; allein die u und c brauchen nicht die gleiche 
geometrische Bedeutung zu haben, mithin auch nicht t die Coordinate 
der Meridians zu sein. Sind nun auf der zweiten Fläche «*', v' die 
Parameter der Krümmungslinien, und entspricht der Punkt (w'»') 
dem Punkte (ur), so ist die Bedingung der Abwickelbarkeit 

Beschränken wir uns auf die specielle Lösung, wo die Meridiane 



(93) 



Digitized by CjOOQIC 



— 78 — 

wieder MeridiaDe, die Parallelkreise wieder Parallelkreise werden, 
so ist 

and da t, t' nur von u abhangen, 

t 
«' = - ; r' = CO : c constant: 

folglich die Gleichungen der zweiten Fläche: 

t t . 

« = - cosc»; y = - sin er 
c c 



Die dritte Coordinate ergiebt sich aus: 

' c^ 
sie ist daher: 



a«2 _ 8,8— (8:F«+8y2) = du^+t^dc^--P^+t^doA === 8^2- 



./J/«..- 



^ (94) 



§. 51. Flüche zweiten Grades. Beduetion der Coordinaten- 
grleiehung. Die Gleichung einer Fläche 2. Grades ist eine beliebige 
Gleichung 2. Grades zwischen den cartesischen Coordinaten x^ y, z: 

Ax*-{-By*+Cz^+26yz'\-2JzX'\-2Kxy'^'2Lx'^-2My-{-2Nz'\-D = 

Durch besondere Lage des Axensystems lassen sich die 10 Tenne 
auf höchstens 4 reduciren. Die Relationen zwischen den alten und 
neuen Coordinaten seien 

x==^lx'+l^y'+hz' 
y = «*«'+iiiiy'+i»2»' 
z =» noc'-J-n^y'-f-nj«' 
Setzt man 

k '^ Ax -f-Äy + J» 
^= Kx+By + Hz 
V — Ja? + fiy+C5» 
i^Lx + My+Nz 

80 kann man die Flächengleichung schreiben: 

^+f*y+v«+2|+Z> = (95) 

Nach Einföhrung der x% y\ z' wird /^^v 

X = {M'\-Km+ Jn)x' + (Al^ + Km^-^- Jn^)y' + (Al^ + Km^-^- Jn^)z' 
fi, = {Kl+Bm+Hn)x''\-{Kli-\-Bmi'\'Hni)y' + (Kl2+Bm^'\'Hn2)z' 
V — {Jl+Hm+Cn)x' + (Jli+Hm^ + Cni)y'+(Jl^+Hmi+Cni)z' 



Digitized by CjOOQIC 



— 79 — 
und Gl. (95) geht über in 

Damit in dieser Gleichung 2. Grades die Producte y'z\ z'x\ »'y' 
fehlen, hat man zu setzen: 

kl -|- fAm -^vn == Ä a:' 

A^i + fAWi + vnj = h^y' 

woraus: 

k = hlx'+hiliy' + hil2z' 

fi = Äma;'-}~^i^y'"f"^2''*2*' 
V ;= Ä n a?' -f- Äj Wj y' -}- ^2 n^ «' 

Dies verglichen mit den Werten (96) giebt: 

{A — h)I+ Km-\- Jn = \ 

Kl + (B—h)m^ Hn = | (97) 

Jl+ Hm+ (C—h)n = ' 

nebst 2 analogen Gleichungssystemen, die sich nur durch die Indices 
bei /, m, n, A unterscheiden; daher gilt das Resultat der Elimination 
von l, m, n, nämlich 

A — h K J 

K B—h H 

J H C—h 



(98) 



auch nach Substitution von Aj, h^ für hy und h^ h^^ h^ sind Wurzeln 
derselben kubischen Gleichung. Nach Einsetzung der Wurzeln in 
Gl. (97) ergiebt sich für jede derselben ein System von Werten der 
/, «», n, z. B. für Äj die Werte /j, m^y nj. Multiplicirt man mit diesen 
einzeln die Gl. (97), so ist die Summe: 

All^ + Bmnhi^ + Cnn^ 4" ^ ('"^H + ^^i) + «^(w^i + In^) + Ä'(/mi + «iZj ) = 
h (Wj -|- mm^ -\- nnj) 

Vertauscht man in dieser Gleichung die beiden Wertsysteme, so bleibt 
die Linke ungeändert, und nach Subtraction beider Gleichungen er« 
hält man: 

(h — Ä J (/^ + mmj,+nn^) « (99) 

Sind nun h und A^ ungleich, so folgt: 

Wäre erstlich k nicht reell, so gäbe es eine zweite ungleiche und 
conjugirte Wurzel Äj, und beiden entsprechend würde man den Gl. 
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(97) durch conjugirte Z, w, n gentigen können. Nach Gl. (99) 
wären dann alle Moduln derselben null, also auch /, w, n selbst, was 
unmöglich ist. Folglich kann Gl. (98) nur reelle Wurzeln haben. 

Ferner zeigt Gl. (99), dass die beiden Geraden, deren Richtungs- 
cosinus die l, m, n bezeichnen, normal zu einander sind. Unter 
Voraussetzung dreier ungleicher Wurzeln ä, Äj, Ä2 genügt daher ein 
orthogonales System den Bedingungen, welchem gemäss die Axen der 
x\ y\ z' bestimmt werden können. 

Sind endlich ä, Äj zwei gleiche Wurzeln, so werden sie durch 
unendlich kleine Variation irgend eines Coefficienten ungleich. Lässt 
man nachher die Variation stetig verschwinden, so können die 2 nor- 
malen Geraden nicht stetig in einander übergehen. Da alsdann die 
linearen Gl. (97) 2 verschiedene Lösungen haben, so haben sie un- 
begrenzt viele; nur müssen die betreffenden Geraden, wofern h^ un- 
gleich ist, zur Geraden (1^70271^) normal sein. 

Die Flächengleichung ist jetzt auf die Form gebracht: 

Äic'2-|.Äi2,'^ + Ä2/2-f-2cZa:'+2r/i3/'+2r/sj/-f Z> = (100) 

Ist nun keiner der Coefficienten /«, Äj, hc, null, so kann man den 
Anfangspunkt so verschieben, dass (ohne Beziehung zur anfänglichen 
Bedeutung von ar, y, z) 

(101) 





y' 


=-^ 


.-.-g 


wird; dann wird 









Ax*+»,y«+A,.« = P=|V^V^''— O (102) 

Ist P nicht null, so kann man 



setzen, und erhält: 



P P P 

^--. h = y. h-~ (103) 



x^ t/2 «2 



In diesem Falle heisst die Fläche eine centrale. Die Fläche heisst 
ein Ellipsoid, einschaliges oder zweischaliges Hyper- 
boloid, jenachdem 3, 2 oder 1 der Grössen a, *, c positiv sind. 
Grenzfälle, welche krumme Flächen bilden, giebt es folgende. Ist 
P « 0, wo man die Gleichung in der Form schreiben kann 

f+^V^-O (105) 
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so heisst die Fläche ein Kegel. Ist eine der Grössen ä, ä,, h^ null, 
und nicht gleichzeitig bzhw. d^ r/j, tl^ null, so heisst die Fläche ein 
Paraboloid; ist hingegen bzhw. d, d^^ d^ null, ßlllt also eine Coor- 
dinate aus der Gleichung heraus, ein Cylinder. Das letztere findet 
auch statt, wenn zwei der Grössen ä, Äj, h^ null sind, nachdem man 
die zur dritten gehörige Coordinate nach (106) transformirt, und durch 
Drehung des Axeusystems um die bezügliche Axe die beiden übrigen 
linearen Terme auf einen reducirt hat. Das Paraboloid und der 
Cylinder in jenem Falle heissen elliptisch oder hyperbolisch, 
jenachdem die 2 nicht verschwindenden Coefficienten h gleiches oder 
ungleiches Vorzeichen haben. Im letzten Falle heisst der Cylinder 
parabolisch. 

§. 52. Krttmmuugrsliuien auf der Flttehe 2. Orades. Stellt man 
die Coordinaten folgendermassen in Parametern m, v dar: 

a;2 = «(w— «i)(t^-«2); y'^ß.U'-ßtHv-ß^)', z^ = Yiu—y^)(v-y^) (106) 

so lassen sich die 9 Constanten «, /?, y, . . . leicht so bestimmen, dass 
die Gleichung einer centralen Fläche 2. Grades (104) für ungleiche 
a, ft, c erfüllt wird. Es muss dann sein 





= 




a '^ b 


+? 


= 


««2 1 ^^2 

a '^ b 


+? 


= 



(107) 



«rf5«2 jSdißg yy^yg „ i 
a ~^ b '^ c ~ 

Die ersten 3 Gleichungen geben nach Elimination von «, |5, y 

1 «1 «2 I 

1 ft ß^ .=0 ' 

1 n n ! 

Dem wird allgemein genügt durch 

«j = A+fi«3; ß2 = i+iAßi; y2'=^+^yi 

Führt man diese Werte in (106) ein, und schreibt für wieder t;, 

für tffi, ßfi, yii wieder «, /?, y, so erhält man das Resultat, welches 
den Werten il = 0; /w = 1 entsprechen würde. Jetzt fallen 2 der 
Gl. (107) zusammen, und es bleibt nur das System: 
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a '^ b '^ c 



welches durch 



,««2i=A. ß^ö^iziri, y=.M 



^i = (i5i-yi)(yi-«i)(«i-^i) 
erfüllt wird. Die Gl. (106) geben differentiirt: 

dx X dx u — a^ 

2 K- = : 2-rr = a : etc. 

ou u — «1 ' or a; ' 

Bx dx 
4 g- ^ = a; etc. folglich 

f- — J— 

Damit also das System der {uc) orthogonal sei, hat man zu setzen: 
«(yi-/5i)+*K — yi)+^(|5i — «i)=0 oder 

Dem wird aDgemein genügt durch 

Es hat sich jedoch oben gezeigt, dass man ohne Einbusse an Allge- 
meinheit A == 0; fi = 1 setzen kann. Dann werden die Gleichungen 
der Fläche in orthogonalen Parametern w, v: 

C '~~~b €t^~^C 

x^ = a — ^ (« — a)(i? — rt); y^ ^ b —-r-{u-^b)(v — b) 

a^ =. c—T- (« — <?)(»— c) ' 

d^ {b-'c)(c — a)(a — b) 
Hieraus ergeben sich die Werte: 

dx^yzu — v dxyh U---V ,.^. 
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wo zur Abkürzung gesetzt ist 

U=z (M— «)(« — i)(w — c); F= (ü — a)(i? — ft)(p — c) 
Die Quadratsumme giebt: 

t = 'i'^y» iüvV äbc 

-daher nach Division: 

X 1 /abc y ■ /ahc ^ i /ö 

Ferner findet man: 



fahc 



u c — w 
4 ~U 



V u — V 



u — c ^ /abc ^ ^ V — w I /, 



'cibc 

WC 



(110) 



(111) 



(112) 



(113) 



(114) 



Hiernach sind «, « Parameter der Erttmmnngslinien. In diesem Falle 
erhält man die Hanptkrttmmungen durch Division der vorstehenden 
Orössen, nämlich: 



1 



il/"*-^ l=_ll/«i£ (115) 

Uf UV Q^ V f UV ^ ^ 



Die Krümmung der Fläche ist also positiv oder negativ, jenachdem 
w und V gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben. Damit aber die 
Ausdrücke, wie schon oben der von «, reell werden, muss uv gleiches 
Vorzeichen mit abc haben. Dies ergiebt: 

Das Vorzeichen der Krümmung i^t stets das von abc, sie ist 
positiv beim EUipsoid und zweischaligen Hyperboloid, negativ beim 
^inschaligen Hyperboloid. 



Nach Gl. (103) ist nun 



abc - 



p3 



Da Ä, Äi, Äj die Wurzeln der Gl. (98) sind, so ist 

AKJ 



(116) 



hh^h^ = 



KBH 
JHC 



(117) 



Ferner sind d, d^, d^ in (100) als Abkürzungen eingeführt für 

6* 
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(118) 



d ^ LI +Mm +Nn 
li^ «= Ll^ -{-Min^-^- Nn^ 
d^ = Ll2-\- Mm^'\' Nn^ 1 

Eliminirt man Z, w, n zwischen der ersten dieser Gleichungen und den 
3 Gl. (97), in welchen man die Tenne Jd, hm, hn vorher absondert^ 
so kommt: 

AKJ hl 

KBH hm 

JHC hn 

LMN d 







(119) 



Diese Gleichung hat 2 analoge, welche nur in der letzten Vertical- 
reihe durch die Indices 1, 2 unterschieden sind. Addirt man alle drei 
nach Multiplication mit 

d tl^ d<i 



h Äj h^ 



SO kommt, mit Beachtung von (118) und (102): 
AKJ L 



= 



(120) 



KBH M 
JHC N 
LMN D-\-P\ 

Entwickelt man hieraus den Wert von P und setzt ihn in Gl. (116) 
ein, so erhält man: 



ahc «« — 



AKJL 


3 


AKJ 


KB HM 
JHC N 
LMND 


• 


KBH 
JHC 



(121) 



Hiernach ist das Vorzeichen der Krümmung immer entgegengesetzt 
dem der Determinante 4 Ordnung, die man nach vorstehender An- 
ordnung aus sämmtlichen Coefiicienten der ursprünglichen Gleichung 
bildet. 

Ist diese Determinante 4. Ordnung null, so verschwindet nach 
(120) auch P, und die Fläche wird ein Kegel. Für diesen Fall kann 
man 2 der Gl. (107), deren letzte zur Rechten statt 1 hat, durch 
fifj = /Jj = y^ = erfüllen ; die übrigen Bestimmungen bleiben un- 
verändert, und die Gleichungen der Fläche in Parametern der Krüm- 
mungslinien lauten, wenn wir — u^ statt «* schreiben: 
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a 



-u^v^ay, y^^b—^V'\v — b) 



c-—r-^\v c) 
a 



(122) 



Die Fuuilamentalgrössen werden: 



(123) 



e ^1; f =0; g jy\ * = § K ~ I 

«^1 /abc 

die Richtungscosinus der Normale: 

«--iK-v '-lV% '=11/?. <'^> 

die Hauptkrümmungen: 

1 =0; ^=-ll/^ (125) 

Die Fläche ist also abwickelbar, und die Parameter orthogonal geo- 
dätisch. 

Ist statt dessen die Determinante 3. Ordnung, d. i. hh^h^y null, 
z. B. Ä2 = 0, so ist die Fläche ein Paraboloid oder, im besondern 
Falle, Cylinder. Setzt mau z — yc, «y^, h^ c^ ^V^? t?V<? für «, a, 
Ä, M, r, und dann c = oc, wie es dem Äg == entspricht , so wird 
Ol. (104): 

'''+f = 2. (126) 



und die Gl. (108): 



a {u —a){r ) — a) ^ ^ ___ &(m — ^)(o — &) j 

~h^^a ' y— a — ^» I (127) 

2z = « + '' — « — *) ' 



ferner : 

/ab 

UV 

ufu—v) v(v — u) 



X I /ab y I /ah | /ö 



4(tt— «)(«—*)' ^ 4(t? — «)(«? — ^») 
^' ^ 4(w — a)(w— T) J^ tVc ' ^ ^ 4'(P"-a)(tJ — 6) [^ « 



l^__li/aÄ 1 1|/. 



«0 
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80 kommt: -it^rme a/, äw, ä« vorher absondert. 



1 



I 
r 

D 



80 



ein. 



Hieri 
dem 
ordni] 
bildet 

h 

(120) 
man 2 

veränd 
mungsl 
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h — f 



f'^'r- », ^ - /. 



./ ■ - ' -'^ ,, ^"^ nj 



t*> f 



JU. I IM 






•Ür :iiir3]|l8Bei)l«BUh ' -^ 






1 ■•; 



i\'t , 



' ' ' </ 






QMt ffl(< 



4) 



35) 

. und 

Nach 

nach 

Jsdann 

— a 
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Für die Fälle der Cylinder, wo die Relationen der Coordinaten 
bzhw. lanten 

j'+^' = l; .x^==2ay (129) 

Stellen sich letztere in orthogonal geodätischen Parametern der Krüm> 
mungslinien bzhw. folgendermassen dar: 

x^ = 2ap; ^ = r; Ä = w ' 

Da indes alle hier besprochenen Probleme auf Abwickelbaren allge- 
meine Lösung gefunden haben, so können wir die Abwickelbaren 
2. Grades, Kegel und Cylinder, ausser Betracht lassen. Dusselbe gilt 
von den Rotationsflächen 2. Grades, welche in der Gleichungsform 
(108) nicht mit begriffen sind, die jedoch als Specialitäten in der 
Theorie der Rotationsflächen keine iustructiven Seiten darbieten. 
Auch von den Paraboloiden brauchen wir nicht besonders zu handeln, 
da sich durch die oben aufgestellte Substitution und Uebergang zum 
Grenzwert die Resultate leicht auf sie übertragen lassen. 

Für die Krümmungslinien sind noch die Nabelpunkte von Be- 
deutung. Man findet aus (115), indem man p^ = g^ setzt, die Be- 
dingung u = V. Dann aber muss in (108) der constante Coelficient 
jedes nicht verschwindenden der 3 Ausdrücke positiv sein. Da die 
Summe der Coefficienten null ist, so ist mindestens einer negativ^ 
folglich eine der Coordinaten, z. B. y = 0, und man hat: 

u = V =^ h 

Es giebt alsdann entsprechend den Doppelvorzeichen von x und z vier 
Nabelpunkte auf der Ebene y = 0. 

§. 53. Confoeales dreifaeh orthogonales Flftehensystem 2. Grades» 

Lässt man a, Z>, c, w, v mit einem dritten Parameter w gleichzeitig 
um gleiche Incremente variiren, oder, was dasselbe ist, substituirt 
man a — m?, h — tt», c — w^ u — w', v — w für a, &, c, w, v, so gehen die 
Gl. (108) über in 

x^ = — -z— (u — a){v — a) {w — a) 

y^^—j-{u — b){v'-b)(w—b) ^ (131) 

«* = — ;^(w — ö)(« — c)(w — c) 
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Da sie symmetrisch in w, t?, w sind, so folgt, dass die oben hergelei- 
teten Resultate für die Fläche w? = 0, welche offenbar für die ganze 
Schar von Flächen w = const. gelten , auch auf die beiden Scharen 
von Flächen u = const. und v = const. angewandt werden können. 
Demnach schneiden sich alle 3 Flächenscharen in ihren Krtimmungs- 
linien, und dass dies unter rechten Winkeln geschieht, folgt aus der 
auf alle anzuwendenden Gleichung /* = 0, der gemäss die Tangenten 
der Schnittlinien auf einander senkrecht stehen, mithin mit den Nor- 
malen einzeln zusammenfallen. Daher sind die Gl. (131) der Aus- 
druck eines dreifach orthogonalen Flächensystems. 

Eliminirt man je 2 Parameter, so erhält man: 

a — u ' — u ' c — u 

-^+/'-+-^ = l/ (132) 

a — w — w c — w 

als Ausdruck der einzelnen 3 Flächenscharen. Die dritte Gleichung 
ergiebt sich aus (104) durch die genannte Substitution; die andern 
folgen durch Analogie. 

§. 54. Asymptotisehe Linien auf Flächen 2. Grades. Die Glei- 
chung der asymptotischen Richtungen Edu^-\-Gdv^ ^= wird nach 
(114): 

5^' = '? aas 

und zerfällt in 

du dv du dv 

yli+Vr=ö-, Yü-^v-0 (134) 

Die Integrale können wir folgendermassen schreiben: 

J Vü^J yv-^J vu,' J yu-J yv-J VFi^i^ö) 

a a a a a a 

WO (7i, \\ dieselben Functionen von t*j, v^ sind, wie U von u und 
V von r, so dass für t? == a bzhw. u in u^ und in r^ übergeht. Nach 
dem Additionstheorem elliptischer Functionen, welches sich nach 
Lagrange's Methode hier besonders einfach herleiten lässt, ist alsdann 

(136) 
u — V l/ "i — ^ 

y (w — a) (v -^){v^ — V(p — a)7t^T) (m— c) "" V («— Ä)(a— c) 
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137) 

_ . M—r _ _ l.'__ZiIZ^ 

t — a)(r— Ä; r— r5 + >'j> — ff;(» — *,f«— <r; f (« — *) (a — r? 



Die rechten Seiten ergeben »eh ans den linken . indem ann r = a 
setzt Nach demselben Gesetz landet man anch deren Werte, wenn 
zur Linken a, K c Tertansefat werden: es mo^s, wenn a in & nnd in 
e abergeht, r, bzhw. nbergehen in 

eA und b -{ ^ tlScJ) 

^ r, — r r^ — b 

Lässt man nnn den Pnnkt ix^z) längs der asymptotischen Linie 
r^ = coDSt. Tarüren, so bat man nach (135/: 

CH , 1 ^ r er , 1 / r 
nnd findet nach Differentiation de? GL (1^*6): 

das ist vermöge der GL (137): 



r-m/ (a — b)(a — f> 



5^ — = ^ — T 
ctij^ 4 



nnd nach Einsetzang des Wertes riu8) von n 
CT M — r I / « 

Vertanscht man ^r mit b nnd r, so geht x in if nnd r über. Mit Be- 
achtai:;; drr Wirkunjr fi;i8; auf r, tiutlet raaa: 

(*i/ u — r^/ bir^—c) , Cz w — P| / g(Pi — ^ 

äs ^ 4 y L\{c^b){v^ — a) • äiii ^ 4 ~ 1^ (7,(ft — i?)(r, — a) 

Die Quadratwurzel ans der Sommo der Quadrate giebt, übereinstim- 
mend mit dem ans den Fnndamentalgrössen resoltirenden Werte: 

(139) 











d* B — p 


woran 


s: 






f«, ~ 4V L-, 


dx 1 


lA 


a 


:^^=l/ 


' Jir, — c) 
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Hiernath ist die asymptotische Linie, da ihre Richtung sich als con- 
stant erweist, gerade. Ihren Ausgangspunkt können wir noch beliebig 
wählen ; er sei ihr Durchschnitt mit der Krümmungslinie v = er, das 
ist mit der Ebene ir = 0, wo, wie wir sahen, m = Vj wird. Dies giebt 
nach (108) die Coordinatenwerte 

Integrirt man jetzt die Gl. (140), so erhält man als Gleichungen der 
asymptotischen Linie r^ = const. 



y,i.--)/.!.(v^'+-|/::?.)| 



(141) 



Sie erzeugt bei variirendem v, die Fläche (104), deren Gleichung in 
der Tat erfüllt wird, wenn man die Vorzeichen innerhalb der binomi- 
schen Factoren von y und z entgegengesetzt bestimmt, während im 
übrigen die Vorzeichen der Wurzelgrössen beliebig sind. Die zweite 
asymptotische Linie u^ = const. ist offenbar in gleichem Falle: es 
ändern sich nur einige Vorzeichen, wenn man u^ für Tj substituirt. 
Um die Fläche in asymptotischen Parametern Mi, r^ darzustellen, hat 
man in (108) für m, v ihre aus (136) (137) zu entwickelnden Werte 
zu setzen, eine Rechnung die durch Zuhülfenahme der Analogen sehr 
erleichtert wird. 

§. 55. Kürzeste Linien auf Fläehen 2. Orades. Sei » der Bogen, 
T der Krümmungswinkel einer Kürzesten, w, v Parameter der Krüm- 
mungslinien; dann erhält man durch Differentiation der Gl. (108) 
längs 81 

dx X i 1 du 1 dc\ 

?* 2\u — a du ' r — a ds ) ^ 

woraus man leicht berechnet: 

oder, da nach (113) 

ist: 

_ Udv^ — Vhu^ 
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Differentiirt man zweimal die Gl. (104), so kommt: 



--T2+.äi+;ä72+-R = (145) 



Nun ist, vermöge der Eigenschaft der Kürzesten und nach (112) 

d /dx 



B (cx\ X I /abc 



und da die Quadratsumme der Analogen = 1 sein muss, 
folglich, nach Einführung in (145): 

Differentiirt man jetzt die Gl. (142) (147) und substituirt die Werte 
(146), so findet man: 

dR cy(^ ^^' , y ^y ,2; Bz\-m /abc I /abc d / uv\ 

dt ^ wis +&2 97 +^2 ä^j ^ w ^ f/ ^ §^ \^/ 

und nach Elimination von dr mittelst (148): 

a^ _ __ djuv) 

R UV 

integrirt: 

Ruv = h 

Setzt man für R den Wert (144) und entwickelt das Verhältniss 
duicv^ so kommt: 

■}/udu-\^V{v—'h) = + -y/ vdv-V U {w- h) 
daher nach zweiter Integration: 

Dies ist die Gleichung der Kürzesten. Für ä = geht sie in die 
gerade asymptotische Linie über. 

§. 56. Orthogronal geodätisehe Systeme auf Flächen 2. Orades. 

Sind «1, t?i die orthogonal geodätischen Parameter, also «i « 1; 
/•j = 0; g^ = t^^^ so lauten die Bedingungen IL Gl. (1) zufolge der 
Werte (113) von e,f,g\ 
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"" 4C7 - \du) +*i \du) 



8w Öü "^ * ?W Öü 

Nun ist die zum gesuchten Systeme gehörige Schar Kürzester schon 
aus (149) bekannt; ihre Gleichung lautet: 

woraus: 

Dies eingeführt giebt: 

/dti^Y ^ (^ — ^ _i^i^\. /^^i\* ^ /u — v sti^\ 

äiT 8i ^ ^^^ }/ ui>— ^)'(^?— Ä) 

Das Product der ersten 2 Grössen gleich dem Quadrat der dritten 
giebt eine lineare Gleichung ftlr f,^, aus welcher der Wert 

hervorgeht. Nach dessen Einsetzung hat man sogleich: 
S% I /u(h — u) 8wi I /v(h — v) 

und die Gleichung der geodätischen Parallelenschar lautet: 

Da hier u^ einen reellen Curvenbogen bezeichnet, so folgt durch Ver- 
gleichung der Wurzelausdrücke mit denen in (150), dass b negativ 
reell ist. Setzt man s = — J, so wird 

t^ = y{u — h)(h-^) (152) 
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§. 57. Conforme Abbildnnpr der FIAehen 2. Grades auf der 
£bene. Sind ?*„ v^ die Abbild uiigsparaineter, so ist die Bedingung 
«1 = g^ ; /", = 0. Dieser kann man schon dadurch genügen, dass man 
M, zur Function von u und t\ zur Function von v macht, wo m, t? 
Parameter der Krümmungslinien; denn dann wird 

^ =4 IT = '^ W) ' -^ = 4 ~V = "1 [Sv ) 
also nach einfachster Disposition 

e, = ± '-^ (154) 



^=/^^"l/"V' "i=y ^^'j/-/ 



(155) 



§. 58. Asymptotische Flüche dritten Grades und deren Krttm- 
mnngrslinien. Die Fläche 3. Grades, deren Gleichung ist 

xpz = yc (156) 

und die wir mit dem vorstehenden Namen bezeichnen, ist bemerkens- 
wert, sofern sich aus ihr ein dreifach orthogonales Flächensystem 
herleiten lässt. Setzt man 

Sm = x--\-y^+z'; '6n =- ^=*.?-^ + 3-'u-^ + a-^r' (157) 

so sind x'^ y^^ z^ die Wurzeln der kubischen Gleichung 

a:« — 3m.i-^ + :^/x=* — 6' = (158) 

in welcher demnach x mit y und % vertauscht werden kann. Gl. (156) 
differentiirt giebt: 

yz^xA^zx^yA^xy^z = 

Demzufolge muss sein: 

2? : 5 : r ^= yzizxixy 

woraus mit Anwendung von (157) (156): 



Differentiirt mau die erste dieser Gleichuugen, so kommt: 



(159) 



S^+^P + ^^^Ü (160) 

X * p * 2n 

Variirt der Punkt {xyz) längs einer Krümmungslinie, so ist nach IL 
Gl. (19) 
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Bp dq dr 



cp dq dr ^ \ / ^ ^ 

Sx dy Sz nf 3n n^ 

WO l = " 1/ ** oder - 1/ '^ Hiernach wird Gl. (160) 



X 



lxdx+idn = 



woraus nach Multiplication mit y^-\-z^ =-- 3m— a;*: 

dx 
Smn nxdx — lfy^-{-z^)xBx-{-^(y'^'-\-z*)dn = 

Addirt man die Analogen beider Gleichungen, so kommt: 

dn = ZSw; (2m — l)dn = nSm 
woraus: 

n==lC2m — l) (161) 

und nach Elimination von n: 

Idm =-- 2(1 — m) dl 
integrirt: 

l^2l — '^m) = u (162) 

Entsprechend den 2 Werten von l 

Z = m Hh Vm^ — 11 

wie sie aus (161) hervorgehen, erhält man für jeden Punkt (xyz) 
2 Werte der Constanten ?*, r, und die Gleichungen der 2 Scharen 
von Krttmmungslinieu weiden nach Einführung in (162): 

m(2m^ — 3n)-|-2(m^--7i;l = w \ 

m(2m^ — ^n) — 2(m^ — n)l=^vi ^ 

Um jetzt X, y, z in Parametern der Krümmungslinien u, v darzustellen, 
hat man nach einander die 2 kubischen Gleichungen zu lösen: 

} (164) 

Die 3 Wurzeln der letztern sind rr*, y*, z^. 

§. 59. Dreifach orthogonales Fläehensystem, dessen eine Schar 
asymptotische Fläeheu 3. Orades bilden. Setzt man in den Gl. (163) 
(156) für die Constante c die Variabele ?r und für «, v die mit w 
variirenden m,, v,, so erhält man eine Schar asymptotischer Flächen 
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to » const. nnd auf diesen, bei allein variirendem tr, 2 Scharen 
Krümmangslinien, welche 2 Flächen v = const. and u = const. bilden. 
Letztere Flächen schneiden einander rechtwinklig; durch Bestimmung 
von ui, Vj kann man bewirken, dass sie auch die Fläche tr = const 
rechtwinklig schneiden. Die Gleichungen der Flächen u » const, 
tr = const können wir schreiben: 

J/— «1 = 0; a^y*2*--ir 

wo M die linke Seite der ersten Gl. (163) bezeichnet. Bann verhalten 
sich die Richtungscosinus der Normale der Fläche u = const. wie 

dx ' ?y dz 

und die der Fläche tr = const. nach (159) wie 

1.1.1 

x' y' z 

folglich ist die Bedingung des rechtwinkligen Schnitts: 

1 8(M-u,) 1 9jM-u^ IJJM-u^ ^ ^ ^^^ 
X ox * y oy z oz 

dm Xxdx'^ydy'^zdzJ'^dn {xBx'^ydy'^z dz) 

8t*i /l 0^,1 3^ , 1 M 
dw \xdx*ydy^z dz ) 

das ist nach den Werten (157) (156) von m, n, wi 

dM dM du,^ 

Durch Differentiation findet man: 

^ « 3(2m*— n + 2t»Vi;?^=^); -g^ 3(m+ym»— n) 

dies eingeführt giebt: 

^**i = — 1 

integrirt, und nach Analogie: 

ffi = t« — tr; Vj = » — w 

Demnach sind die Gleichungen der 3 orthogonalen Flächenscharen: 
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m(2m2— 3w)-}-2(w2 — n)5 + ajV25^ = «* ) 

m(2m2 — 3w)— 2(m2 — 7i)i + x-2/3- := v [ (165) 

deren erste beiden vom 12ten Grade sind. 



Anhang. 

Uebersieht über die Probleme der Fläeheiitheorie. 

Im folgenden sollen diejenigen allgemeinen Probleme nebst ihren 
speciellen Lösungen zusammengestellt werden, welche im Laufe der 
vorstehenden Abhandlung zur Besprechung gelangt sind. 

L Darstellung der Schar orthogonaler Trajectorien einer gege- 
benen Schar von Linien. 

Bedingung: /= §. 22. lineare Gleichung 1. Ordnung. 
Specielle Lösungen 

1) für die Fälle dargestellter Krtimmuugslinien s. Probl. IL 

2) für die Fälle dargestellter Scharen Kürzester s. Probl. IV. 

3) für die Fälle bekannter Abbildungsparameter s. Probl. V. 
IL Darstellung des Systems der Krümmungslinien auf gegebener 

Fläche. 

Bedingung: / =- 0; F= §. 23. höhere Gleichung 1. Ordnung. 
Ohne Bedeutung auf Ebene und Kugel. 
Lösung unmittelbar vorliegend 

1) auf Abwickelbarer §. 34. 

2) auf Rotationsfläche §. 46. 
Gelöst 3) auf kleinster Fläche §. 42. 

4) auf Fläche constanter Summe der Hauptkrümmungs- 

radien §. 44. 

5) auf Flächen 2. Grades §. 52. 

6) auf der asymptotischen Fläche 3. Grades §. 58. 

III. Darstellung des Systems asymptotischer Linien auf gegebener 
Fläche. 

Bedingung: JK = 0; G^ = §. 28. höhere Gleichung 1. Ordnung. 
Ohne Bedeutung auf abwickelbaren und positiv gekrümmten Flächen. 
Gelöst 1) auf kleinster Fläche §. 43. 

2) auf Fläche constanter Summe der Hauptkrümmungs- 

radien §. 44. 

3) auf Rotationsfläche §. 47. 

4) auf Flächen 2. Grades §. 54. 
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IV. Darstellung des allgomeineii orthojroual geodätischen Systems 
auf gegebener Fläche. 

Bedingung: r, == 1; /= §. 30. 31. höhere Gleichung 2. Ordnung. 
Gelöst 1) auf Abwickelbarer (anwendbar auf Ebene) §. 35. 36. 

2) auf Rotationsfläche §. 48. 

3) auf Flächen 2. Grades §. 56. 

4) specielles System von Kürzesten auf Mittel punktsflächen 

bei bekannten Krümmungslinieu auf der Urflächo. 

V. Conforme Abbildung gegebener Fläche auf Ebene. 
Bedingung: « = ^; / = §. 33. 

Gelöst 1) für Abwickelbare §. 36. 37. 

2) für Rotationsfläche §. 49. 

3) für Flächen 2. Grades §. 57. 

VI. Darstellung der allgemeinst(»n auf gegebener Fläche abwickel- 
baren Fläche. 

Bedingung: e^ /, g gegebene Functionen von w, v §. 17. System 
höherer Gleichungen 1. Ordnung. 

Gelöst 1) auf der Ebene §. 36. 37. 

2) Rotationsfläche auf Rotat-onsfläche §. 50. 

VII. Darstellung des allgemeinsten dreifach orthogonalen Flächen- 
systems. 

Bedingung: /^ = 0; /^ = 0; /j = §. 26. System linearer Glei- 
chungen 1. und 2. Ordnung. 
Specielles System 

1) confoeales System 2. Grades §. 53. 

2) System asymptotischer Flächen 3. Grades §. 59. 

VIII. Darstellung der allgemeinsten Fläche in Parametern der 
Krümmungslinieu für gegebene Indicatrix der Normale. 

Bedingung: 1 lineare Gleichung 2. Ordnung §. 25. Gl. (27;. 
Gelöst für die Fälle, wo die rechte Seite der Gleichung ver- 
schwindet, d. i. 

1) wenn die stereographische Projection der gegebenen 
Indicatrix aus 2 Kreisscharen, 
^,. 2) aus einer Schar Gerader und paralleler Trajectorien 
besteht. 



Drock diOr Univertiitätä-Buchdruckerei Ton F. W. Kunike in Greif^wald. 
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